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accepté de participer au jury, en particulier Monsieur Dris Ouazar, pour
avoir présider ce jury.
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de Pau et des Pays de l’Adour, France.
Laboratoire d’Analyse Numérique et Optimisation, Faculté des Sciences
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siques en Milieux Poreux”, in: “International Congress Computational
Methods for Porous Media”, Fes Morocco (May 2001).

• M. Afif, B. Amaziane and F. El Dabaghi, “Mixed Hybrid Finite Element
and Finite Volume For Flow in Porous Media”, in: “The First Iterna-
tional Conference on SaltWater Itrusion and Coastal Aquifers”, Essaouira
Morocco, (April 2001).

vi



Résumé
Dans ce travail, nous avons développé des méthodes numériques performantes

pour des modèles d’écoulements diphasiques incompressibles et immiscibles en
milieux poreux hétérogènes et anisotropes, ayant des applications dans des problèmes
de la récupération secondaire du pétrole.

Nous avons traité et analysé trois familles de schémas volumes finis (explicite
implicite et semi-implicite). Après avoir établi que les schémas sont L∞ et BV
stables, sous les conditions CFL appropriées et satisfont le principe du maxi-
mum discret, on obtient des résultats de convergence, vers la solution faible du
problème, dans L1 pour des maillages réguliers en 1-D et 2-D, et dans L2 pour des
maillages non structurés en dimension multiple, ceci en introduisant une tech-
nique de maillage adéquate permettant de préserver le principe du maximum
discret sur des maillages déstructurés.

Des résultats numériques en 1-D confirment la stabilité des schémas numéri-
ques proposés et l’efficacité du schéma semi-implicite en temps de calcul (C.P.U.).
En dimension deux, les résultats numériques obtenus montrent que la méthode
des volumes finis est bien adaptée à la discrétisation de ce problème. Les solutions
approchées calculées satisfont le principe du maximum discret et sont monotones.
De plus les hétérogénéités anisotropes du milieu poreux sont prises d’une manière
efficace. En outre, les schémas volumes finis semi-implicite et implicite donnent
un meilleur temps de calcul par rapport au schéma explicite.

Abstract
In This work, we have developed some efficient numerical methods for an in-

compressible and immiscible two-phase flow in anisotropic heterogeneous porous
media in oil recovery field. The model under consideration is a coupled sys-
tem which includes a nonlinear degenerate parabolic saturation equation and an
elliptic pressure-velocity equation.

We develop and analyze three families of finite volumes schemes (explicit,
implicit and semi-implicit) for the saturation equation. First, we establish that
these schemes are L∞ and BV stable, under appropriate CFL conditions, and
satisfy the discrete maximum principle, then we prove convergence results. More
precisely, we get the convergence of the approximate solution in L1 for a regular
mesh in 1-D et 2-D cases, and in L2 for unstructured grids in the multidimen-
sional case. An adequate mesh technique was developed in order to obtain the
discrete maximum principle on unstructured grids.

Numerical results in 1-D tests confirm the stability of the schemes proposed
and show the efficiency of the semi-implicit scheme in CPU time. A mixed fi-
nite element method is used for the approximation of the pressure velocity equa-
tion. Numerical simulations for 2-D problems are presented for homogeneous and
anisotropic heterogeneous problems. Numerical results show the effectiveness of
the methodology developed in this work. It’s shown that the semi-implicit and
implicit schemes are robust.
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1.5 Existence et unicité de solution faible . . . . . . . . . . . . . . . . 33

1.5.1 Cas mono-dimensionnel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

1



2 TABLE DES MATIÈRES
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Nomenclature

• Ω : domaine de IRd (d = 1, 2 ou 3), figurant un milieu poreux.

• Γ = ∂Ω = Γ̄1 ∪ Γ̄2 ∪ Γ̄3 : frontière du domaine Ω.

• Γ1, Γ2, Γ3 : frontières d’injection, imperméable et de production.

• ~n : normale unitaire à une frontière, orientée vers l’extérieur.

• x = x, (x, y) , (x, y, z) : variable d’espace dans Ω ⊂ IRd.

• t, τ : variable temporaire et temps final, en (s).

• h : pas du maillage dans Ω, en (m).

• 4t : pas de discrétisation en temps dans [0, τ [, en (s).

• φ = φ (x) : porosité du milieu poreux en (%).

• K = K (x) : tenseur des perméabilités absolues en (Darcy).

• i = w, o : fluide mouillant (w = l’eau) et non mouillant (o = l’huile).

• Si = Si (x, t) : saturation du fluide i = w, o, en (%).

• pi = pi (x, t) : pression du fluide i, i = w, o, en (Pa).

• ~qi = ~qi (x, t) : vitesse de filtration du fluide i, i = w, o, en (m.s−1).

• u = u (x, t) : saturation réduite de l’un des constituants, en (%).

• ~q = ~q (x, t) : vitesse de filtration totale, en (m.s−1).

• P = P (x, t) : pression globale en (Pa).

7
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Les constantes

• ρi : masse volumique du fluide i, i = w, o, en (g.m−3).

• µi : viscosité du fluide i, i = w, o, en (Pa.s).

• PCM : pression capillaire maximale en valeur absolue, en (Pa).

• Patm : pression atmosphèrique, en (Pa).

• ~g : accélération de la pesanteur, en (m.s−2).

• C : constante indépendante de h et 4t.

Les fonctions de la saturation

• kri = kri (u) : perméabilité relative du fluide i, i = w, o.

• ki = ki (u) : mobilité du fluide i, i = w, o.

• pc = pc (u) : pression capillaire réduite, fonction non linéaire de u.

• a = a (u) : diffusion capillaire, fonction non linéaire de u.

• b = b (u) : fraction du flux, fonction non linéaire de u.

• d = d (u) : mobilité totale, fonction non linéaire de u.

Les opérateurs

• (f)+ , (f)− : max (f, 0) , max (−f, 0).

• f+, f− : sup f (x) , inf f (x).

• |f | : max (f,−f), valeur absolue de f .

• Ld : mesure de Lebesgue dans IRd.

• |ω| : mesure de Lebesgue pour ω ⊂⊂ IRs, 1 ≤ s ≤ d.

• ω̄ : fermeture de l’ouvert ω ⊂⊂ IRs, 1 ≤ s ≤ d.
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• |ξ| : norme euclidienne pour ξ ∈ IRd.

• δ (p, q) : distance euclidienne entre les points p et q dans IRd.

• · : produit scalaire entre deux vecteurs de IRd.

• ∧ : produit vectoriel entre deux vecteurs de IRd.

• det [M ] : déterminant de M matrice carré d× d.

• M t : transposée de la matrice M .

• Id : matrice identité dans IRd.

• adj [M ] : matrice carré d× d, telle que : adj [M ]t M = det [M ] .Id.

Les espaces fonctionnels

• Lp (Ω) :=
{
f ; Ld-mesurable sur Ω; tel que

∫
Ω
|f |p dx < ∞}

, 1 ≤ p < ∞.

• L∞ (Ω) :=
{
f ; Ld-mesurable sur Ω; tel que |f | < C < ∞ Ld-p.p. sur Ω

}
.

• Lp
loc (Ω) := {f : Ω 7−→ IR; f ∈ Lp (ω) pour tout compact ω̄ ⊂ Ω}.

• Wm,p (Ω) :=

{
w ∈ Lp (Ω) ; Dδw ∈ Lp (Ω) ; pour |δ| :=

d∑
i=1

δi ≤ m

}
.

• Hm (Ω) := Wm,2 (Ω), espace de Sobolev d’ordre m.

• Cm(Ω) :=

{
f : Ω 7−→ IR tel que Dδf est continue sur Ω, |δ| :=

d∑
i=1

δi ≤ m

}
.

• Cm
0 (Ω) : espace des fonctions de Cm(Ω) à support compact dans Ω.

• M (Ω) : espace des mesures de Radon sommables sur Ω.

• BV (Ω) :=

{
f ∈ L1

loc (Ω) tel que
∂f

∂xi

∈M (Ω) pour i = 1, .., d

}
.

• B (I × J) := L1(J ; BV (I))× L1(I; BV (J) ), pour I et J ouvert de IR.

• H (div; Ω) :=
{
~q ∈ (L2 (Ω))

d
; div (~q) ∈ L2 (Ω)

}
.

• W (Ω) := {w ∈ H1 (Ω) ; w = 0 sur Γ3}.
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• W0 (Ω) := {u ∈ L2 (Ω) ; α (u) ∈ W ; α (u) = 0 sur Γ1}, pour α ∈ C1([0, 1]).

• W (0, τ) :=

{
u; α (u) ∈ L2 (0, τ ; W ) ;

∂u

∂t
∈ L2 (0, τ ; W ′)

}
.

• V (Ω) :=
{
v ∈ C1(0, τ ; C2(Ω̄)); v(., τ) ≡ 0 et v = 0 sur Γ1 ∪ Γ3

}
.

• Pk : ensemble des polynômes de degré ≤ k, sur IRd.



Introduction Générale

L
’étude des écoulements multiphasiques en milieu poreux est d’une grande

importance, dans l’industrie pétrolière lors de l’exploitation d’un gisement

de pétrole ou de gaz, dans la gestion des ressources en eau et aussi pour beaucoup

de problèmes d’environnement. Les milieux poreux naturels sont hétérogènes,

à plusieurs échelles, ce qui rend l’étude expérimentale difficile et coûteuse, d’où

l’intérêt d’utiliser des méthodes de simulation numérique pour des modèles d’écou-

lement de fluide. Ces simulations sont généralement basées sur la modélisation

mathématique du gisement en exploitation par un système d’équation aux dérivées

partielles non linéaires. Dans ce cadre, nous nous proposons de développer des

méthodes numériques performantes pour un modèle d’écoulements dipha-siques

incompressibles en milieux poreux hétérogènes.

L’étude thèorique des écoulements multiphasiques en milieux poreux à été

largement étudié dans la litérature (voir p.e. Chavent [ CHJ86] et Antont-

sev & al. [ AKM90] et leur bibliographie). Dans ce travail, on considère un

modèle qui utilise la notion de pression globale introduit séparement en 1976 par

Chavent [ CHA76] et en 1978 par Antontsev & Monakhov [ ANM78]. Un

premier théorème d’existence de solution, pour le système qui décrit l’écoulement

de deux phases fluides incompressibles et immiscibles a été établi par Chavent &

Jaffré [ CHJ86], depuis, de nombreux travaux ont été effectués dans ce domaine,

voir : pour l’étude théorique d’existence et unicité de la solution, Gagneux &

Madaune-Tort [ GAM96] et sa bibliographie; pour les schémas numériques du

problème de convection-diffusion, Morton [ MOR96] et sa bibliographie; pour

les schémas de type volumes finis, Eymard, Gallouët & Herbin [ EGH00] et

sa bibliographie.

11
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Dans ce travail, nous étudions la convergence des schémas numériques de

type volumes finis pour des problèmes issus de la modélisation des écoulements

diphasiques en milieu poreux. Nous nous intéressons à un modèle d’écoulements

diphasiques incompressibles et immiscibles, qui correspond physiquement à l’inje-

ction de l’eau dans un réservoir de pétrole. Nous considérons l’écoulement

diphasique de l’eau et du pétrole en milieu poreux, en utilisant la formulation

en pression globale de Chavent & Jaffré [ CHJ86], la vitesse totale et la sat-

uration de l’eau sont les inconnues du problème. Cette formulation mène à un

système couplé d’équations aux dérivées partielles composé d’une équation de

saturation parabolique non linéaire dégénérée et d’une équation de pression ellip-

tique [ CHJ86, GAM96]. Ces équations décrivent l’écoulement de deux phases

liquides incompressibles et immiscibles dans un milieu poreux, pour lequel, dans

un souci de simplicité, on néglige l’effet de la pesanteur. Le système est alors :

Équation en saturation réduite

(Pd)





0 ≤ u(x, t) ≤ 1 dans Qτ

Φ(x)
∂u

∂t
+ div (b(u)~q)− div (K(x)∇α(u)) = 0 dans Qτ

u|Γ1 = 1 ; K∇α(u) · ~n|Γ2 = 0 et u|Γ3 = 0 sur [0, τ [

u(x, 0) = u0(x) dans Ω

(1)

Équation en pression globale

(Ed)

{
~q = −d(u)K(x)∇P ; div (~q) = 0 dans Qτ

~q · ~n|Γ1 = −qd; ~q · ~n|Γ2 = 0; P |Γ3 = P0 sur [0, τ [
(2)

où u(x, t) est la saturation réduite de l’eau et P la pression globale sont les

inconnues du problème, ~q la vitesse de filtration totale, Φ(x) la porosité du

milieu poreux et K(x) le tenseur des perméabilités absolues du réservoir Ω. La

frontière Γ = ∂Ω, supposée régulière par morceaux, est divisée en trois régions

Γ = Γ̄1 ∪ Γ̄2 ∪ Γ̄3 avec Γi ∩ Γj = ∅ pour i 6= j; où Γ1 est la partie du bord où

l’eau est injectée, Γ2 la partie imperméable et Γ3 la partie de production. On

note Qτ := Ω × [0, τ [ où [0, τ [ l’intervalle de temps d’étude. α(u), b(u) et d(u)

sont des fonctions non linéaires qui dépendent des mobilités et de la pression

capillaire. Le coefficient de diffusion a := α′ s’annule pour deux valeurs de la
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saturation, a(0) = a(1) = 0 (dégénérescence du terme de diffusion). Pour plus

de détails sur le modèle on peut consulter les références [ CHJ86, GAM96].

La simulation des écoulements dans des réservoirs de pétrole et des eaux

souterraines a été largement étudiée par plusieurs méthodes numériques.

On peut citer pour les méthodes des différences finis, Young [ YOU84] qui

présente des simulations numériques 1-D et 2-D, en utilisant différents schémas de

type différences finies. Dans Douglas & al. [ DWK84], on trouve des résultats

numériques en 1-D, pour des schémas de type différences finies combinés avec

des schémas éléments finis, pour des pas adaptatifs, où un terme de diffusion

artificielle est ajouté pour assurer la monotonie de la solution numérique. Un

résultat d’estimation à posteriori d’erreur, pour un schéma différences finies im-

plicite, pour une équation de diffusion non linéaire, est présentée par Dawson

& al. [ DWW98]. Plus récemment, on trouve dans les travaux de Karlsen

& al. [ EVK99, EVK00, KAR01], une étude de la convergence de schémas

monotones, vers la solution entropique du problème, en utilisant les solutions

mesures.

Pour les méthodes des éléments finis, Chavent & Jaffré [ CHJ86], présente

des méthodes d’éléments finis mixtes avec la modélisation et l’étude théorique

pour les problèmes en milieux poreux. En outre, une discrétisation utilisant la

méthode des éléments finis mixte hybrid et volumes finis pour les écoulements

diphasiques en milieu poreux est présentée par Chavent & al. [ CJR95]. Dans

Arbogast & al. [ AWZ96], une méthode des éléments finis mixte est utilisée

pour avoir un résultat d’estimation d’erreur. Dans Chen & Ewing [ CHE97],

on trouve une analyse d’une méthode d’élements finis couplée à une méthode

d’éléments finis mixte, pour un problème en hydrogéologie. Des résultats numéri-

ques, pour une nouvelle méthode des caractéristiques combinée à une méthode

d’éléments finis mixte hybride, sont présentés par Douglas & al. [ DFP97].

Une analyse à posteriori de l’erreur, pour une méthode des caractéristiques-

éléments finis, est présentée par Ghabbouhy & Mghazli [ GAB00, GAM00],

ainsi qu’une technique auto-adaptative de raffinement du maillage.

Les méthodes volumes finis, qui sont relativement plus récentes, sont en
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général utilisées dans les lois de conservation pour l’approximation des flux de

convections. Elles permetent d’avoir une conservation locale des flux élément par

élément avec une stabilité numérique et une diffusion numérique minimale. Pour

l’analyse de ces méthodes on se réfère à [ EGH00, FRO98, KRO97, MIC96,

MOR98] et leurs bibliographies. Ces méthodes ont été développées et analysées

pour les écoulements diphasiques immiscibles en milieu poreux dans le cas où le

terme de diffusion est négligé. Dans ce cas, le problème devient purement hyper-

bolique. On trouve dans Gallouët & Vila [ GAV91] un schéma volumes finis,

sur un maillage uniforme en 1-D et 2-D, utilisé pour le couplage d’une équation el-

liptique et d’une équation hyperbolique. Champier & al. [ CGH93] ont étudié

la convergence d’un schéma de type volumes finis sur un maillage triangulaire,

pour une équation hyperbolique. Dans Verdière & Vignal [ VEV98, VIG96],

un schéma volumes finis, sur un maillage dual centré sur les arêtes, est utilisé pour

le couplage d’une équation elliptique et une équation hyperbolique. Eymard

& al. [ EGH98] présentent une estimation d’erreur pour une large varieté de

schémas volumes finis explicite, une extention au schéma implicite est présentée

par Ghilani [ GHI98]. Un autre résultat de convergence des schémas volumes

finis, pour une équation de diffusion non linéaire, est présenté par Eymard &

al. [ EGN98].

Dans le cas stationnaire où le terme de diffusion est linéaire, on trouve dans

Lazarov & al. [ LMV94, LMV96], un schéma volumes finis, sur un mail-

lage rectangulaire en 2-D avec raffinement local, avec des résultats d’estimation

d’erreur et un résultat de régularité de la solution. Herbin [ HER95] donne

des résultats d’estimation d’erreur, pour un schéma volumes finis à 4-points,

sur un maillage triangulaire, des résultats numériques pour le couplage avec une

équation hyperbolique sont présentés par Herbin & Labergerie [ HEL97], une

généralisation pour un maillage de quadrangles, est analysé dans Courdière &

al. [ CVV99]. Dans Eymard & al. [ EGH95], est étudié la convergence des

schémas volumes finis en utilisant des résultats de compacité, une généralisation

pour des conditions au bord générales et une diffusion anisotrope, est étudiée

par Gallouët & al. [ GHV00].

Ou encore récemment, le cas où le coefficient de diffusion est isotrope, voir



15

Ohlberger [ OHL97, OHL01], qui présente des résultats d’estimation à pos-

teriori d’erreur, pour un schéma volumes finis adaptatif centré sur les sommets

d’une triangulation.

Dans les traveaux cités précédemments le terme de diffusion est soit négligé

où bien il est traité par des techniques d’éléments finis mixtes qui ne don-

nent pas entière satisfaction. Bien que l’équation de saturation est à convec-

tion dominante; le terme de diffusion est petit, mais important et ne peut être

négligé, voir Bear & Bachmat [ BEB91] et Marl [ MAR81], ainsi des soins

spéciaux devraient être pris dans la discrétisation. En outre, les structures

géologiques irrégulieres, suggèrent l’utilisation de maillages non structurés, voir

Hontans [ HON00]. Les difficultés principales liées à la convergence de la solu-

tion approchée de tels systèmes sont le couplage entre l’équation de pression et

l’équation de saturation, en plus de la dégénérescence de l’équation de saturation

et l’hétérogénéité anisotrope du réservoir. En raison de ces difficultés, notre but

est de construire des schémas volumes finis (SVF) pour l’équation de saturation

qui satisfont le principe du maximum discret et permettent d’établir des résultats

de convergence. Nous considérons une approximation numérique de ce système

où les équations de saturation et de pression se découplent numériquement. Nous

nous concentrons sur l’étude de la convergence du (SVF) pour l’équation de

saturation en tenant compte de la non linéarité du terme de diffusion et de

l’hétérogénéité anisotrope du réservoir. Une méthode d’éléments finis mixte

duale hybride est employée pour obtenir une approximation précise de la vitesse

totale, voir Brezzi & Fortin [ BRF91] et Bendali & al. [ BRT96].

Le travail que nous présentons est organisé, en une partie préliminaire, deux

parties principales et une partie annexe.

Dans le chapitre 1, qui est une partie préliminaire, on rappelle les équations

du modèle mathématique utilisé, d’abord on rappelle les lois fondamentales

régissant les écoulements diphasiques en milieux poreux, ensuite nous présentons

le problème sous la formulation en pression globale [ CHJ86, AKM90] et on ter-

mine par un rappel de quelques résultats d’existence et d’unicité de la solution
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faible du problème selon les travaux [ CHJ86, GAM96, HID93].

La première partie est constituée des chapitres 2, 3 et 4; elle est consacrée

à l’étude de la convergence des schémas numériques de type volumes finis. Dans

le chapitre 2, on présente des schémas de type volumes finis pour l’équation

non linéaire mono-dimensionnelle de convection-diffusion dégénérée (1). Nous

analysons trois types de schémas, conservatifs et consistants au sens des volumes

finis, l’un totalement explicite, le deuxième totalement implicite, puis un nouveau

schéma semi-implicite où l’on choisit une approximation explicite pour le terme

de convection et implicite pour le terme de diffusion. Pour ces trois méthodes

le terme de convection est approché par un schéma de Godunov décentré amont

et le terme de diffusion par une approximation centrée d’ordre 1. On montre

que ces schémas sont L∞ et BV stables, sous des conditions CFL appropriées

et satisfont le principe du maximum discret, après avoir établi l’existence et

l’unicité de solution pour les systèmes non linéaires résultants des schémas im-

plicite et semi-implicite. On montre ensuite la L1-continuité en temps des solu-

tions approchées, et par compacité on a la convergence dans L1 (Qτ ) des solutions

numériques vers l’unique solution faible du problème. Dans le chapitre 3, nous

étendons les résultats du chapitre 2 à un maillage rectangulaire dans IR2, pour

l’équation non linéaire bi-dimensionnelle de convection-diffusion dégénérée (1),

nous sommes amenés à faire des hypothèses supplémentaires sur les données

pour avoir une convergence forte dans L1 (Qτ ). Nous avons traité et analysé les

schémas de type volumes finis explicite, implicite et semi-implicite. Nous mon-

trons la convergence, après avoir établi que ces schémas sont L∞ et BV stables,

sous les conditions CFL appropriées et satisfont le principe du maximum discret.

La méthodologie et l’analyse développées peuvent être étendues aux problèmes

dans IR3, pour un maillage formé de parallélépipèdes. Le chapitre 4 traite le

problème multi-dimensionnel (IR2 ou IR3) pour des maillages non structurés, on

choisit une approximation de type volumes finis, sur un maillage dual centré

sur les nœuds d’une triangulation, pour laquelle nous introduisons une nouvelle

technique de maillage, permettant de préserver le principe du maximum discret

pour des hétérogénéités anisotropes du réservoir. Comme précédement, on anal-
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yse trois schémas de type volumes finis explicite, implicite et semi-implicite, où le

terme de convection est approché par un schéma de Godunov décentré amont et

le terme de diffusion par une approximation d’ordre 1, dont l’approximation du

gradient est de type P1 sur chaque triangle et qui conduit à des schémas de type

volumes finis à (d + 1) points non symétrique dans le cas du schéma implicite.

On obtient ainsi des résultats de stabilité L∞ et une estimation BV faible, et par

suite un résultat de convergence dans L2 (Qτ ) de la solution approchée vers la so-

lution faible du problème. Ces résultats sont obtenus sous les mêmes hypothèses

que celles qui garantissent l’existence et l’unicité de la solution.

Dans la deuxième partie, constituée des chapitres 5 et 6, nous présentons

les simulations numériques d’écoulements diphasiques en milieux poreux, cor-

respondant aux schémas numériques introduits dans la première partie. Dans

le chapitre 5, après avoir introduit les données physiques du problème mono-

dimensionnel (1), on donne des simulations numériques pour les trois schémas

traités au chapitre 2, une comparaison entre ces schémas et d’un schéma ex-

plicite où le terme de diffusion est approché par une méthode d’éléments finis

mixte [ CHJ86, CHS82, DAW93], montre l’efficacité du schéma semi-implicite

par rapport aux autres. Dans un premier temps, on donne des simulations

pour illustrer la stabilité des schémas par rapport à la condition CFL. Dans un

deuxième temps, on donne une comparaison entre les différents schémas au voisi-

nage du front de la saturation, puis on termine par un tableau de comparaison

entre l’erreur relative L1 et un tableau des temps (CPU).

Dans le chapitre 6, on présente des simulations numériques pour les schémas

traités au chapitre 3 pour des maillages rectangulaires et au chapitre 4 pour

des maillages non structurés en 2-D. La résolution des systèmes non linéaires

résultants des schémas implicite et semi-implicite, se fait par un procédé de

prédiction-correction, plus une méthode du Double Gradient Conjugué précondi-

tionné dans le cas de système non symétrique. Dans un premier temps, on com-

pare les schémas numériques pour le cas d’un réservoir homogène isotrope, en

mettant en evidence l’efficacité des schémas implicite et semi-implicite en temps

de calcul (CPU) par rapport au schéma explicite. Dans un deuxième temps, on
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donne des simulations numériques obtenues dans le cas de réservoirs hétérogènes

et anisotropes. L’équation elliptique (2) est traitée numériquement par une

méthode d’éléments finis mixte duale hybride qui sera détaillée dans l’annexe A.

Le code numérique réalisé prend en compte les hétérogénéités anisotropiques du

millieu et le couplage numérique entre la méthode d’éléments finis mixte hy-

bride pour l’équation elliptique en pression et les méthodes volumes finis pour

l’équation parabolique en saturation.

Ce travail se termine par une conclusion générale et des perspectives.



Chapitre 1

Modélisation mathématique des

écoulements diphasiques en

milieu poreux

1.1 Introduction

C
e chapitre a pour but de présenter les équations d’un modèle

d’écoulement diphasique eau-huile en milieu poreux, tout en considérant

la pression capillaire entre les deux fluides. Nous nous intéressons aux équations

régissant l’écoulement d’un fluide composé de deux constituants immiscibles

et incompressibles, l’exemple type est le balayage de l’huile par l’eau lors de

l’exploitation secondaire des gisements pétrolièrs.

La mise en équations des écoulements diphasiques en milieu poreux dépend

de la description de ces écoulements : à l’échelle microscopique ou à l’échelle

macroscopique. Etant donné les dimensions du milieu poreux étudié, nous

nous limitons ici à sa description macroscopique, dont les paramètres physiques,

s’obtiennent par une théorie d’homogénéisation, basée sur une analyse au niveau

microscopique, voir Hornung [ HOR97] et sa bibliographie.

Dans un premier paragraphe, on présentera les lois générales de l’écoulement

diphasique de fluides immiscibles et incompressibles en milieu poreux, après avoir

introduit les différents paramètres et variables contenus dans ces lois. Les deux

19
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autres paragraphes consistent à reformuler les équations générales obtenues, en

vue de résoudre le problème d’écoulement avec une seule pression dite pression

globale et une seule saturation, comme inconnues principales, d’après les travaux

[ AKM90, CHA76, CHJ86]. Dans le dernier paragraphe, on présente un résultat

d’éxistence et d’unicité de solution faible, voir [ CHJ86, GAM96, HID93].

1.2 Équations fondamentales

Le milieu poreux est représenté par un ouvert borné Ω de IRd (d = 2, 3),

figurant le réservoir de gisement (voir Figure 1.1), de frontière Γ régulière par

morceaux, formée de trois parties, telle que Γ = Γ̄1 ∪ Γ̄2 ∪ Γ̄3, avec |Γi| > 0 et

Γi ∩ Γj = ∅ pour i 6= j; où Γ1 est la partie du bord où l’eau est injectée, Γ2

la partie imperméable et Γ3 la partie de production, et soit [0, τ [ l’intervalle du

temps d’étude, on note Qτ := Ω× [0, τ [.

Injection

Production

Fig. 1.1: Réservoir Ω

Avant d’introduire les lois physiques modélisant les écoulements diphasiques

en milieu poreux, on fera les hypothèse suivantes :

1. Le millieu poreux est saturé par les deux fluides en écoulement artificiel.

2. La loi de Darcy s’applique séparément pour chaque fluide.
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3. La pression capillaire et les perméabilités relatives sont des fonctions unique-

ment de la saturation, ce qui est le cas où le réservoir Ω est constitué d’un

seul type de roche.

4. Les déformations volumiques de l’aquifère et des particules sont négligeables,

c.à.d. la porosité et les perméabilités absolues ne dépendent que de la vari-

able d’espace x.

5. On ne s’intéresse qu’à l’écoulement avant le temps de percée c.à.d. le

premier instant où le fluide mouillant parvient à la frontière de production,

voir Gagneux [ GAN84].

Pour plus de détails voir [ AKM90, CHJ86, GAM96, MAR81] et leurs

bibliographies.

Avec ces hypothèses, les équations modélisant les écoulements diphasiques

de fluides immiscibles et incompressibles dans un milieu poreux Ω s’écrivent :

1.2.1 Équation de continuité

Cette équation exprime que les pores du milieu poreux sont entièrement oc-

cupés par les deux fluides, on dira qu’on est en régime saturé :

Sw + So = 1 dans Qτ (1.1)

où Si est la saturation du fluide i (c.à.d. le rapport du volume de pores occupé

par ce fluide au volume de pores total).

On notera aussi que les saturations vérifient en plus :

Sw ≥ Sw,m et So ≥ So,m (1.2)

où Si,m est la saturation résiduelle du fluide i (c.à.d. la saturation pour

laquelle la phase déplacée s’arrête de s’écouler). On note Sw,M := 1−So,m, alors

de (1.1) on a :

Sw,m ≤ Sw ≤ Sw,M dans Qτ (1.3)

avec Sw,m < Sw,M , (soit : Sw,m + So,m < 1).
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1.2.2 Équations de conservation

Ici on exprime la conservation de la masse pour chaque fluide i = w, o

φ (x)
∂Si

∂t
+ div (~qi) = 0 dans Qτ (1.4)

en l’absence de termes sources et en supposant les sections d’écoulement uni-

formes, où ~qi est la vitesse de filtration de la phase i, φ la porosité du milieu

(c.à.d. le volume des vides d’un milieu poreux sur son volume totale), le milieu

est supposé incompressible (c.à.d. la porosité φ ne dépend que de la variable

d’espace x).

1.2.3 Loi de Darcy généralisée

La loi de Darcy généralisée aux écoulements polyphasiques s’exprime par :

pour chaque fluide i = w, o

~qi = −kiK (x) (∇pi − ρi~g) dans Qτ (1.5)

où K (x) est le tenseur des perméabilités absolues du réservoir Ω, pi est la

pression de la phase i, ki la mobilité de la même phase i, traduisant les effets

d’obstacle à l’écoulement d’un fluide par rapport à l’autre, ρi la masse volumique

du fluide i, et ~g l’accélération de la pesanteur. La mobilité se décompose sous

la forme suivante :

ki =
kr,i

µi

(1.6)

où les perméabilités relatives kr,i, représentent l’influence de la présence d’un

fluide sur l’écoulement de l’autre, kr,i est une fonction croissante de la saturation

Si à valeurs comprises entre 0 et 1, voir Figure 1.2.
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Fig. 1.2: Perméabilités relatives kr,i en fonction de la saturation Sw

1.2.4 Loi de capillarité

Entre deux fluides non miscibles, il existe une interface qui engendre une

différence de pression entre eux, cette différence de pression est appelée pression

capillaire, qui est une fonction de la saturation, par la relation :

PC := pw − po = pc (Sw) PCM dans Qτ (1.7)

où PCM := sup |PC | pression capillaire maximale, et pc =
PC

PCM

pression

capillaire réduite sans dimension, fonction de la saturation, telle que

PCM > 0 et − 1 ≤ pc (Sw) ≤ 0

avec pc (Sw,M) = 0, voir Figure 1.3.
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Fig. 1.3: Pression capillaire PC en fonction de la saturation Sw

Il existe dans la littérature plusieurs modèles pour les lois de perméabilités

relatives et de la pression capillaire. Par exemple des modèles paramétriques

pour ces différentes lois peuvent être calibrées à partir d’un minimum de données

expérimentales. Les fonctions résultantes ont des expressions simples et faciles

à employer pour les modèles numériques, voir Marle [ MAR72].

1.2.5 Conditions aux bords et condition initiale

Sur la frontière Γ on considère les conditions aux limites suivantes :

Conditions sur Γ1 (injection)

Aux puits d’injection, on suppose que le fluide mouillant (w : l’eau), est

injecté avec une saturation maximale Sw,M à débit constant qd, soit :

Sw = Sw,M et ~qw · ~n = −qd sur Γ1 (1.8)

où ~n est la normale unitaire à Γ.
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Conditions sur Γ2 (imperméable)

Aux frontières imperméables, on suppose que les écoulements latéraux sont

nuls, soit :

~qw.~n = 0 et ~qo · ~n = 0 sur Γ2 (1.9)

Conditions sur Γ3 (production)

Aux puits de production, on suppose que le fluide non mouillant (o :

l’huile), est produit avec une saturation maximale 1− Sw,m (avant le temps de

percée) et à pression constante (en général la pression atmosphérique Patm),

soit :

Sw = Sw,m , ~qo · ~n > 0 et po = Patm sur Γ3 (1.10)

Pour d’autres choix de conditions aux bords, voir [ CHJ86, GAM96].

Condition initiale

On suppose que saturation S0
w en eau du réservoir à l’instant t = 0 est connue :

Sw = S0
w dans Ω à t = 0 (1.11)

De plus S0
w doit vérifier la double inigalité (1.3), soit :

Sw,m ≤ S0
w ≤ Sw,M dans Ω (1.12)

1.3 Modélisation en pression globale

Dans cette section, afin de simplifier les calculs, on négligera l’effet de gravité

dans (1.5), ce qui donne les équations suivantes :
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



φ (x) ∂Sw

∂t
+ div (~qw) = 0 dans Qτ (i)

φ (x) ∂So

∂t
+ div (~qo) = 0 dans Qτ (ii)

~qw = −kwK (x)∇pw dans Qτ (iii)

~qo = −koK (x)∇po dans Qτ (iv)

Sw + So = 1 dans Qτ (v)

pw − po = pc (Sw) PCM dans Qτ (vi)

(1.13)

Ce système de six équations à six inconnues (Sw, So, pw, po, ~qw, ~qo), se prête mal

à une étude mathématique, du fait que dans la région où Sw = Sw,m, l’équation

(1.13)-(i) disparâıt. C’est l’une des raisons pour laquelle Chavent [ CHA76,

CHJ86] et Antontsev et al. [ AKM90, ANM78] ont introduit une grandeur

fictive, appelée “pression globale”, que nous allons présenter par la suite.

1.3.1 Saturation réduite

On définit d’abord la saturation réduite u de l’un des deux fluides, par

exemple pour le fluide mouillant w, par :

u :=
Sw − Sw,m

1− Sw,m − So,m

(1.14)

sachant que Sw,m < Sw,M = 1 − So,m, et par suite, par un changement de vari-

able, toutes les fonctions introduites précédemment peuvent s’écrire en fonction

de u, et d’après (1.3) on a :

0 ≤ u (x, t) ≤ 1 dans Qτ (1.15)

1.3.2 Pression globale

Soit ~q la vitesse de filtration totale des deux fluides, définie par :

~q := ~qw + ~qo dans Qτ (1.16)
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en additionnant les équations (1.13)-(i) et (1.13)-(ii) et en utilisant la relation

(1.13)-(v), il s’en suit que

div (~q) = 0 dans Qτ (1.17)

de plus, les équations (1.13)-(iii) et (1.13)-(iv) donne

~q = −K (x) [kw (u)∇pw + ko (u)∇po] dans Qτ (1.18)

et pour simplifier les notations, on introduit les fonctions auxiliaires suivantes :





b (u) :=
kw (u)

kw (u) + ko (u)
, fraction du flux

d (u) := kw (u) + ko (u) , mobilité totale

(1.19)

voir Figures 1.5-1.6.

En utilisant (1.13)-(vi) on a

kw (u)∇pw + ko (u)∇po (1.20)

= d (u)
[

1
2
(∇pw +∇po) +

(
b (u)− 1

2

)
p′c (u) PCM∇u

]

ce qui implique

kw (u)∇pw + ko (u)∇po = d (u)∇ [
1
2
(pw + po) + γ (u)

]
(1.21)

où γ est la fonction définie, pour tout u ∈ [0, 1], par :

γ (u) :=

∫ u

1

(
b (s)− 1

2

)
p′c (s) PCMds (1.22)
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et par suite, d’après (1.18) on a :

~q = −K (x) d (u)∇P dans Qτ (1.23)

où

P := 1
2
(pw + po) + γ (u) (1.24)

appelée pression globale (dite aussi “intermédiaire” ou “réduite”). Cette

grandeur dimensionnée à une pression est fictive; éventuellement discontinue

dans certains cas, vu qu’elle dépend de la saturation u.

D’autre part, à l’aide de (1.13)-(iii− iv), (1.13)-(vi) et (1.16), on a :

[kw (u) + ko (u)] ~qw = kw (u) ~q + ko (u) [−kw (u) K (x)∇pc (u) PCM ]

et on introduit la fonction suivante :

a (u) :=
kw (u) ko (u)

kw (u) + ko (u)
p′c (u) PCM , diffusion capillaire (1.25)

voir Figures 1.4, et soit α (u) :=
∫ u

0
a (s) ds, alors on a :

~qw = b (u) ~q −K (x)∇α (u) (1.26)

et d’après l’équation (1.13)-(i), on obtient alors :

Φ (x)
∂u

∂t
+ div (b (u) ~q −K (x)∇α (u)) = 0 dans Qτ (1.27)

où Φ (x) := (1− Sw,m − So,m) φ (x) ∈ [0, 1], appelée aussi porosité et égale à la

porosité du milieu, dans le cas où les saturations résiduelles des deux fluides sont

nulles.
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Fig. 1.4: Diffusion capillaire a en fonction de la saturation réduite u
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Fig. 1.5: Fraction du flux b en fonction de la saturation réduite u
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Fig. 1.6: Mobilité totale d en fonction de la saturation réduite u

1.4 Formulation du problème

On présente ici différentes formulations du problème d’écoulement diphasique

en milieu poreux.

1.4.1 Formulation réduite

Il s’en suit de (1.15), (1.17), (1.23) et (1.27), qu’on a un système de deux

équations à deux inconnues (u, P ), défini par : ∀ (x, t) ∈ Qτ





0 ≤ u (x, t) ≤ 1

Φ (x)
∂u

∂t
− div (b (u) K (x) d (u)∇P + K (x)∇α (u)) = 0

div (K (x) d (u)∇P ) = 0

(1.28)

il s’agit donc ici du couplage entre une équation d’évolution non linéaire de

convection-diffusion dégénérée (du fait que a(0) = a(1) = 0), et une famille
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d’équations elliptiques paramétrées par le temps par l’intermédiaire du coefficient

de mobilité d (u (., t)).

Avec les conditions aux bords et condition initiale suivantes :

Conditions sur Γ1 (injection)

De (1.8) et (1.26), on a :

u = 1 et ~qw = ~q sur Γ1

et par suite :

u = 1 et ~q · ~n = −qd sur Γ1 (1.29)

Conditions sur Γ2 (imperméable)

De (1.9), (1.26) et (1.16), on a :

~q · ~n = 0 et K (x)∇α (u) · ~n = 0 sur Γ2 (1.30)

Conditions sur Γ3 (production)

De (1.10), (1.16) et (1.13)-(vi), on a :

u = 0 , ~q · ~n > 0 et P = P0 sur Γ3 (1.31)

où P0 est donnée par

P0 := Patm + γ (0)− 1

2
PCM

Condition initiale

De (1.11), on a :

u (x, 0) = u0 (x) dans Ω (1.32)
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où u0 est donnée par

u0 :=
S0

w − Sw,m

1− Sw,m − So,m

1.4.2 Formulation mixte

Une formulation mixte du problème est donnée par :

Équation en Saturation réduite

(Pd)





0 ≤ u(x, t) ≤ 1 dans Qτ

Φ(x)
∂u

∂t
+ div (b(u)~q)− div (K(x)∇α(u)) = 0 dans Qτ

u|Γ1 = 1 ; K∇α(u) · ~n|Γ2 = 0 et u|Γ3 = 0 sur [0, τ [

u(x, 0) = u0(x) dans Ω

(1.33)

Équation en Pression globale

(Ed)

{
~q = −d(u)K(x)∇P ; div (~q) = 0 dans Qτ

~q · ~n|Γ1 = −qd; ~q · ~n|Γ2 = 0; P |Γ3 = P0 sur [0, τ [
(1.34)

Remarque 1.1 Connaissant u et P , on peut déterminer les vraies pressions pw

et po des deux fluides, par les formules

{
pw = P − γ (u) + 1

2
pc (u) PCM

po = P − γ (u)− 1
2
pc (u) PCM

(1.35)

De même, connaissant u et ~q, on peut déterminer ~qw et ~qo par les relations (1.26)

et (1.16).

1.4.3 Cas mono-dimensionnel

Dans le cas mono-dimensionnel, les équations de saturation et de pression se

découplent, du fait que div (q) = 0 avec q (0, t) = qd ce qui implique que q = qd,

qu’on adimensionne à qd := 1, et par suite pour I := Ω = ]0, 1[, la saturation

réduite u est solution de l’équation parabolique non linéaire dégénérée suivante :
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(P1)





0 ≤ u(x, t) ≤ 1 dans Qτ

Φ(x)
∂u

∂t
+ (b(u))x − (K(x)∇α(u))x = 0 dans Qτ

u (0, t) = 1 et u (1, t) = 0 sur [0, τ [

u(x, 0) = u0(x) dans I

(1.36)

et la pression globale P est donnée par :

P (x, t) = P0 −
∫ x

1

1

d(u (s, t))K(s)
ds (1.37)

1.4.4 Découplage dans le cas multi-dimensionnel

Dans le cas multi-dimensionnel, le découplage est possible si ~q = ~q (x), par

exemple dans le cas suivant, voir Hidani [ HID93] :

kw (u) =
us

µ
et ko (u) =

1− us

µ

la pression globale P , ne dépend plus de t, et P = P (x) est solution de :

(Ed)

{
~q = − 1

µ
K(x)∇P ; div (~q) = 0 dans Ω

~q · ~n|Γ1 = −qd; ~q · ~n|Γ2 = 0; P |Γ3 = P0

(1.38)

et la saturation réduite u, solution de :

(Pd)





0 ≤ u(x, t) ≤ 1 dans Qτ

Φ(x)
∂u

∂t
+ div (b(u)~q)− div (K(x)∇α(u)) = 0 dans Qτ

u|Γ1 = 1 ; K∇α(u) · ~n|Γ2 = 0 et u|Γ3 = 0 sur [0, τ [

u(x, 0) = u0(x) dans Ω

(1.39)

1.5 Existence et unicité de solution faible

1.5.1 Cas mono-dimensionnel

Dans le cas mono-dimensionnel, pour I := ]0, 1[, on suppose que les données

du problème vérifient les hypothèses suivantes, qui assurent l’éxistence et l’unicité

de la solution faible :
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(H1-1) Φ ∈ L∞ (I) telle que 0 < Φ− ≤ Φ (x) ≤ Φ+ ≤ 1, p.p. dans I.

(H1-2) K ∈ L∞ (I) telle que 0 < K− ≤ K (x) ≤ K+ < ∞, p.p. dans I.

(H1-3) α ∈ C1 ([0, 1]) tel que pour a = α′, a(0) = a(1) = 0 et a(s) > 0

∀s ∈ ]0, 1[.

(H1-4) b ∈ C1 ([0, 1]) est une fonction monotone telle que b′(s) > 0 ∀s ∈ ]0, 1[.

(H1-5) u0 ∈ L∞ (I) tel que 0 ≤ u0 (x) ≤ 1 p.p. dans I.

(H1-6) α−1 est une fonction continue hölderienne d’exposant θ ∈ ]0, 1[ et b◦α−1

une fonction continue hölderienne d’exposant 1+θ
2

.

et on notera u la solution faible du problème (P1) définie par :

(P ∗
1 )





u : ]0, τ [ −→ W0; 0 ≤ u(x, t) ≤ 1 p.p. dans Qτ (i)

ut ∈ L2(0, τ ; W
′
) et α(u) ∈ L2(0, τ ; W ) (ii)∫ ∫

Qτ
[Φuvt + (b(u)−Kα(u)x) vx] dtdx

+
∫

I
Φu0v (x, 0) dx = 0 ∀v ∈ V (iii)

(1.40)

où les espaces fonctionnels W,W0 et V sont définis par :

W := {w ∈ H1 (I) ; w (1) = 0}
W0 := {u ∈ L2 (I) ; α (u) ∈ W ; [α (u)] (0) = α (1)}
V :=

{
v ∈ C1(0, τ ; C1

0(Ī)); v(., τ) ≡ 0
}

alors on a le résultat suivant :

Proposition 1.2 Sous les hypothèses (H1-1)-(H1-5) le problèmes (P ∗
1 ) admet

au moins une solution faible. Si de plus l’hypothèse (H1-6) est vérifiée, (P ∗
1 )

admet une solution unique. [ CHJ86, GAM96, JIN90].



1.5 Existence et unicité de solution faible 35

1.5.2 Cas multi-dimensionnel

Dans le cas multi-dimensionnel, notre étude portera sur l’analyse de schémas

numériques pour l’équation en saturation (1.33), en supposant que la vitesse de

filtration totale ~q est donnée ou calculée numériquement tout en vérifiant (1.34).

On considère alors les hypothèses suivantes sur les données du problème, qui

assurent l’éxistence et l’unicité de solution faible :

(H2-0) Ω est un ouvert borné de IRd, de frontière lipschitzienne Γ = ∂Ω.

(H2-1) Φ ∈ L∞ (Ω) telle que 0 < Φ− ≤ Φ (x) ≤ Φ+ ≤ 1, p.p. dans Ω.

(H2-2) K est un tenseur symétrique défini positif, uniformément borné dans Ω

(c.à.d. ∀ξ 6= 0, 0 < K− |ξ|2 ≤ ξtK (x) ξ ≤ K+ |ξ|2 < ∞ p.p. dans Ω).

(H2-3) α ∈ C1 ([0, 1]) tel que pour a = α′, a(0) = a(1) = 0 et a(s) > 0

∀s ∈ ]0, 1[.

(H2-4) b ∈ C1 ([0, 1]) est une fonction monotone telle que b′(s) > 0 ∀s ∈ ]0, 1[.

(H2-5) u0 ∈ L∞ (Ω) tel que 0 ≤ u0 (x) ≤ 1 p.p. dans Ω.

(H2-6) ~q ∈ L2(0, τ ; H (div, Ω)), telle que div (~q) = 0, ~q · ~n|Γ1 = −qd < 0,

~q · ~n|Γ2 = 0 et ~q · ~n|Γ3 > 0.

(H2-7) ~q ∈ (L∞ (Qτ ))
d.

(H2-8) α−1 est une fonction continue hölderienne d’exposant θ ∈ ]0, 1[ et b◦α−1

une fonction continue hölderienne d’exposant 1+θ
2

.

Une solution faible u pour le problème (Pd) est définie par :

(P ∗
d )





u : ]0, τ [ −→ W0; 0 ≤ u(x, t) ≤ 1 p.p. dans Qτ (i)

ut ∈ L2(0, τ ; W
′
) et α(u) ∈ L2(0, τ ; W ) (ii)∫ ∫

Qτ
(Φuvt + [b(u)~q −K∇α(u)] · ∇v) dtdx

+
∫
Ω

Φu0v (x, 0) dx = 0 ∀v ∈ V (iii)

(1.41)
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où les espaces fonctionnels W , W0 et V sont définis par :

W := {w ∈ H1 (Ω) ; w = 0 sur Γ3}
W0 := {u ∈ L2 (Ω) ; α (u) ∈ W ; α (u) = α (1) sur Γ1}
V :=

{
v ∈ C1(0, τ ; C2(Ω̄)); v(., τ) ≡ 0 et v = 0 sur Γ1 ∪ Γ3

}

alors on a le résultat suivant :

Proposition 1.3 Sous les hypothèses (H2-0)-(H2-6) le problème (P ∗
d ) admet

au moins une solution faible. Si de plus les hypothèses (H2-7)-(H2-8) sont

vérifiées, alors (P ∗
d ) admet une solution unique. [ CHJ86, GAM96, BOH95].

1.6 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté une formulation mathématique du

problème d’écoulement diphasique de fluides en milieu poreux, où les incon-

nues sont réduites à la saturation de l’un des constituants et une pression fictive,

le problème ainsi formulé est gouverné par une équation parabolique non linéaire

dégénérée couplée à une famille d’équations elliptiques paramétrée par le temps.

Des résultats d’éxistence et d’unicité sont présentés pour l’équation en satu-

ration (1.33) dans le cas du découplage. Bien que ce problème est plus simple

que le modèle général, il décrit certaines situations physiques, par exemple le cas

mono-dimensionnel (1.36) qui sera étudié au chapitre 2, et le cas où les équations

de saturation et de pression se découplent (1.39), qui sera étudié au chapitre 3.



Partie I

Schémas volumes finis pour une

équation de convection-diffusion

dégénérée en milieu poreux
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Chapitre 2

Convergence de quelques

schémas de type volumes finis

dans le cas mono-dimensionnel

2.1 Introduction

D
ans ce chapitre, on développe des schémas de type volumes finis pour le

problème mono-dimensionnel non linéaire de convection-diffusion dégé-

néré, vue au chapitre 1 :

(P1)





0 ≤ u(x, t) ≤ 1 dans Qτ

Φ(x)ut + b(u)x − (K(x)α(u)x)x = 0 dans Qτ

u(0, t) = 1; u(1, t) = 0 sur [0, τ [

u(x, 0) = u0(x) dans I

(2.1)

où on note par ut la dérivée en temps de la saturation u et ux la dérivation

en espace, Qτ := I × [0, τ [ où I := ]0, 1[, α ∈ C1 ([0, 1]), telle que a := α′,

a(0) = a(1) = 0 et a(s) > 0 ∀s ∈ ]0, 1[, b ∈ C1 ([0, 1]) est une fonction croissante

(voir Figures 1.5-1.4), Φ et K ∈ L∞ (I).

Ce problème modélise l’écoulement diphasique de fluides immiscibles et in-

compressibles, en milieu poreux. Par exemple le drainage de l’huile par injec-

tion de l’eau à débit constant, dans une carotte poreuse (voir Figure 2.1).
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Pour l’analyse mathématique de ce problème on se réfère à [ ALL83, AKM90,

ARB92, CHJ86, GAM96].

Injection

Production

Fig. 2.1: Ecoulement mono-dimonsionnel dans une carotte poreuse

Dans la suite, nous allons présenter des schémas de type volumes finis, qui

prennent en compte les discontinuités dûes au caractère purement hyperbolique

du problème au voisinage de la dégénérescence du terme de diffusion.

Ce chapitre est organisé comme suit : dans la section 2.2, on rappelle les

hypothèses sur les données du problème (P1) qui assurent l’existence et l’unicité

de la solution faible. Dans la section 2.3, nous présentons la discrétisation par

trois familles de schémas numériques de type volumes finis pour le problème

(P1). Pour tenir compte, d’une manière efficace, des discontinuités, la solution

est approchée par des constantes par maille. Dans la section 2.4, on établit la

stabilité L∞ et des estimations BV sous les conditions CFL appropriées. La

convergence de ces schémas est donnée dans la section 2.5. Les résultats de ce

chapitre ont fait l’objet de la publication [ AFA97], et peuvent être vu comme

une extention des résultats de Evje & Karlsen [ EVK99, EVK00] pour des

schémas differences finies monotones explicite et implicite.

2.2 Hypothèses sur les données du problème

Dans la suite, nous supposons que les données vérifient les hypothèses suiv-

antes, qui garantissent l’existence et l’unicité d’une solution faible du problème,
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voir chapitre 1 proposition 1.2 :

(H1) Φ ∈ L∞ (I) telle que 0 < Φ− ≤ Φ (x) ≤ Φ+ ≤ 1, p.p. dans I.

(H2) K ∈ L∞ (I) telle que 0 < K− ≤ K (x) ≤ K+ < ∞, p.p. dans I.

(H3) α ∈ C1 ([0, 1]) tel que pour a := α′, a(0) = a(1) = 0 et a(s) > 0 ∀s ∈ ]0, 1[.

(H4) b ∈ C1 ([0, 1]) est une fonction monotone telle que b′(s) > 0 ∀s ∈ ]0, 1[.

(H5) u0 ∈ L∞ (I) tel que 0 ≤ u0 (x) ≤ 1 p.p. dans I.

(H6) α−1 est une fonction continue hölderienne d’exposant θ ∈ ]0, 1[ et b ◦ α−1

une fonction continue hölderienne d’exposant 1+θ
2

.

Plus des hypothèses supplémentaires pour la convergence des schémas numériques.

(H7) u0 ∈ BV (I).

(H8) Kα(u0)x ∈ L∞ (I) ∩BV (I).

Ces dernières hypothèses sont en général vérifiées par les données physiques

du problème, même pour des perméabilités K discontinues. Dans Evje &

Karlsen [ EVK99, EVK00], où K ≡ 1 et I = IR, on suppose u0 ∈ L1 (IR) ∩
BV (IR) et [b (u0)− α(u0)x] ∈ BV (IR).

2.3 Discrétisation par volumes finis

2.3.1 Notations

Pour une discrétisation en volumes finis, on introduit les notations et définitions

suivantes :

• (tn)n=0,...,Nτ
une partition de [0, τ ] par des pas de temps ∆tn := tn+1 − tn,

on pose ∆t := max
n

∆tn.

• (xi)i=1,...,Nx
une partition de I avec xi+1 = xi + ∆xi, on pose ∆x :=

max
i

∆xi.
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• On note : xi+ 1
2

le centre de Ii+ 1
2

:= [xi, xi+1], x 1
2

:= 0, xNx+ 1
2

:= 1.

• Ii :=
[
xi− 1

2
, xi+ 1

2

]
, i = 1, ..., Nx, le volume de contrôle (voir Figure 2.2).

• hi := |Ii| = xi+ 1
2
− xi− 1

2
, et on pose h := min

i
(hi).

• Pour Φ ∈ L∞ (I), on pose Φi := 1
hi

∫
Ii

Φ (x) dx.

• Pour des raisons de simplicité on suppose que la fonction K est constante

par morceaux, et on pose Ki+ 1
2

:= K|I
i+1

2

.

• Pour une condition initiale u0 ∈ L∞ (I), on pose u0
i := 1

hi

∫
Ii

u0 (x) dx, avec

les conditions aux bords un
1
2

= 1 et un
Nx+ 1

2

= 0.

• Soit un
i [resp. un

i+ 1
2

] une approximation de u au point (xi, tn) supposée

constante sur le volume de contrôle Ii [resp. au point (xi+ 1
2
, tn) ].

Ces approximations seront définies par les schémas numériques qui suivent.

On aura besoin aussi de l’hypothèse sur la régularité du maillage :

(H9) ∃β ∈ ]0, 1], tel que β∆x ≤ h, où β est un constante indépendante de h.

Fig. 2.2: Volume de contrôle Ii
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2.3.2 Définitions

En intégrant (2.1) sur Ii × [tn, tn+1] on obtient le schéma suivant :

Pour i = 1, ..., Nx

Φi

(
un+1

i − un
i

)
hi +

∫ tn+1

tn

(
b(u)i+ 1

2
− b(u)i− 1

2

)
dt (2.2)

= Ki+ 1
2

∫ tn+1

tn

(
∂α (u)

∂x

)

i+ 1
2

dt−Ki− 1
2

∫ tn+1

tn

(
∂α (u)

∂x

)

i− 1
2

dt

Ce schéma peut s’écrire sous la forme suivante :

un+1
i = un

i +
∆tn
Φihi

(
F−

i+ 1
2

+ F+
i− 1

2

)
− ∆tn

Φihi

(
G−

i+ 1
2

+ G+
i− 1

2

)
(2.3)

où F±
i+ 1

2

et G±
i+ 1

2

sont respectivement le flux de convection et le flux de dif-

fusion, à droite et à gauche du point xi+ 1
2

= Ii+1 ∩ Ii, définis par :

F+
i+ 1

2

:=
1

∆tn

∫ tn+1

tn

b(u)i+ 1
2
dt

F−
i+ 1

2

:= − 1

∆tn

∫ tn+1

tn

b(u)i+ 1
2
dt

(2.4)

et

G+
i+ 1

2

:=
Ki+ 1

2

∆tn

∫ tn+1

tn

(
∂α(u)

∂x

)
i+ 1

2

dt

G−
i+ 1

2

:= −
Ki+ 1

2

∆tn

∫ tn+1

tn

(
∂α(u)

∂x

)
i+ 1

2

dt

(2.5)

soient F ∗±
i+ 1

2

(ui+1, ui) et G∗±
i+ 1

2

(ui+1, ui) des approximations à deux points respec-

tivement de F±
i+ 1

2

et G±
i+ 1

2

, appelées aussi flux numériques.

La conservation des flux numériques est une propriété caractéristique des

schémas numériques pour les lois de conservation, cette conservation est en

général définie par l’égalité entre le flux entrant et le flux sortant à travers une

interface du maillage [ EGH00, KRO97].

La consistance du flux numérique est en général définie pour que l’ordre

de l’approximation numérique choisi pour le flux soit supérieur ou égale à 1.

[ EGH00, KRO97]
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Ainsi d’après ces définitions de la conservation et de la consistance, pour

les flux numériques des termes de convection et de diffusion cités séparément

dans [ EGH00, KRO97], on peut les généraliser par :

Définition 2.1 (Conservativité) On dira que les flux approchés F ∗
i+ 1

2

et G∗
i+ 1

2

sont conservatifs au sens des volumes finis, si on a une conservation locale :

F ∗−
i+ 1

2

+ F ∗+
i+ 1

2

= 0 et G∗−
i+ 1

2

+ G∗+
i+ 1

2

= 0 pour i = 1, ..., Nx − 1 (2.6)

plus une conservation globale :

F ∗−
Nx+ 1

2

+ F ∗+
1
2

= [b(u)]x=1
x=0 et G∗−

Nx+ 1
2

+ G∗+
1
2

= [K(x)α(u)x]
x=1
x=0 (2.7)

où [F (s)]s=1
s=0 := F (1)− F (0).

Définition 2.2 (Consistance) On dira que les flux approchés F ∗
i+ 1

2

et G∗
i+ 1

2

sont consistants au sens des volumes finis, si on a :

F ∗±
i+ 1

2

(v, v) = ±b(v) pour tout v ∈ [0, 1] et

G∗±
i+ 1

2

(ui+1, ui) = ±Ki+ 1
2

(
∂α(u)

∂x

)
i+ 1

2

+ θ (h) pour tout u assez régulière

(2.8)

où |θ (h)| ≤ Ch, (C ∈ IR+, ne dépendant que de u).

Définition 2.3 (Volumes Finis) On dira qu’un schéma numérique pour le

problème (P1) est de type volumes finis, si les flux numériques approchés sont

conservatifs et consistants au sens des définitions 2.1 et 2.2.

De (2.2) nous pouvons décrire trois familles de schémas volumes finis (SVF)

conservatifs et consistants : l’un est explicite, les deux autres sont implicite et

semi-implicite.

2.3.3 Schéma explicite

En utilisant une approximation explicite dans (2.2), on a :
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Pour i = 1, ..., Nx

Φi

(
un+1

i − un
i

)
hi +

(
b(u)n

i+ 1
2
− b(u)n

i− 1
2

)
∆tn

= Ki+ 1
2

(
∂α (u)

∂x

)n

i+ 1
2

∆tn −Ki− 1
2

(
∂α (u)

∂x

)n

i− 1
2

∆tn (2.9)

Le terme de convection est approché par un schéma de Godunov [ GOD76],

soit b(u)n
i+ 1

2

= b(un
i+ 1

2

) où un
i+ 1

2

est la solution au point xi+ 1
2

du problème de

Riemann suivant :

(PR)

{
Φ(x)ux + b(u)x = 0

ug = un
i et ud = un

i+1

(2.10)

et du fait que b′(u) ≥ 0 on a un
i+ 1

2

= un
i , c.à.d. le terme de convection est

approché par un schéma décentré amont, ce qui assure une conservation et une

consistance pour le flux de convection, pour le terme de diffusion on choisit une

approximation centrée, d’ordre 1 de la forme :

(
∂α (u)

∂x

)n

i+ 1
2

' α
(
un

i+1

)− α (un
i )

∆xi

Ainsi d’après les hypothèses (H3)-(H4), le schéma peut s’écrire sous la forme

suivante :

un+1
i = un

i −
∆tn
Φihi

(
b(un

i )− b(un
i−1)

)
+

Ki+ 1
2
∆tn

Φihi∆xi

(
α

(
un

i+1

)− α (un
i )

)
(2.11)

−
Ki− 1

2
∆tn

Φihi∆xi−1

(
α (un

i )− α
(
un

i−1

))

pour i = 2, ..., Nx − 1, et

un+1
1 = un

1 −
∆tn
Φ1h1

(b(un
1 )− b(1)) +

K 3
2
∆tn

Φ1h1∆x1

(α (un
2 )− α (un

1 )) (2.12)

un+1
Nx

= un
Nx
− ∆tn

ΦNxhNx

(
b(un

Nx
)− b(un

Nx−1)
)

(2.13)

−
KNx− 1

2
∆tn

ΦNxhNx∆xNx−1

(
α

(
un

Nx

)− α
(
un

Nx−1

))

Pour des raisons de simplicité des notations, on pose :

α (un
0 ) := α (un

1 ) , α
(
un

Nx+1

)
:= α

(
un

Nx

)
et b (un

0 ) := b (1)
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ainsi on peut écrire le schéma sous la forme suivante :

Pour i = 1, ..., Nx

un+1
i = un

i −
∆tn
Φihi

(
b(un

i )− b(un
i−1)

)
(2.14)

+
Ki+ 1

2
∆tn

Φihi∆xi

(
α

(
un

i+1

)− α (un
i )

)−
Ki− 1

2
∆tn

Φihi∆xi−1

(
α (un

i )− α
(
un

i−1

))

Ici les flux numériques sont donnés par : pour i = 1, ..., Nx

F ∗+
i− 1

2

(
un

i , u
n
i−1

)
:= b(un

i−1)

G∗+
i− 1

2

(
un

i , un
i−1

)
:=

Ki− 1
2

∆xi−1

(
α (un

i )− α
(
un

i−1

)) (2.15)

et
F ∗−

i+ 1
2

(
un

i+1, u
n
i

)
:= −b(un

i )

G∗−
i+ 1

2

(
un

i+1, u
n
i

)
:=

−Ki+ 1
2

∆xi

(
α

(
un

i+1

)− α (un
i )

) (2.16)

ce qui assure la conservation des flux, la consistance est dûe au fait que les

approximations choisies sont d’ordre 1, et par suite le schéma explicite (2.14) est

de type volumes finis au sens de la définition 2.3.

2.3.4 Schéma implicite

De même en utilisant une approximation implicite dans (2.2) le schéma de-

vient :

Pour i = 1, ..., Nx

un+1
i = un

i −
∆tn
Φihi

(
b(un+1

i )− b(un+1
i−1 )

)
(2.17)

+
Ki+ 1

2
∆tn

Φihi∆xi

(
α

(
un+1

i+1

)− α
(
un+1

i

))−
Ki− 1

2
∆tn

Φihi∆xi−1

(
α

(
un+1

i

)− α
(
un+1

i−1

))

avec

α
(
un+1

0

)
:= α

(
un+1

1

)
, α

(
un+1

Nx+1

)
:= α

(
un+1

Nx

)
et b

(
un+1

0

)
:= b (1)

Notons qu’on a utilisé ici une approximation implicite pour les termes de convec-

tion et de diffusion. Les flux numériques sont donnés par : pour i = 1, ..., Nx
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F ∗+
i− 1

2

(
un+1

i , un+1
i−1

)
:= b(un+1

i−1 )

G∗+
i− 1

2

(
un+1

i , un+1
i−1

)
:=

Ki− 1
2

∆xi−1

(
α

(
un+1

i

)− α
(
un+1

i−1

)) (2.18)

et

F ∗−
i+ 1

2

(
un+1

i+1 , un+1
i

)
:= −b(un+1

i )

G∗−
i+ 1

2

(
un+1

i+1 , un+1
i

)
:=

−Ki+ 1
2

∆xi

(
α

(
un+1

i+1

)− α
(
un+1

i

)) (2.19)

ce qui montre la conservation et la consistance des flux, au sens des définitions 2.1

et 2.2, et par suite le schéma implicite (2.17) est de type volumes finis au sens

de la définition 2.3.

2.3.5 Schéma semi-implicite

Ici on considère une approximation implicite pour le terme de diffusion et

une approximation explicite pour le terme de convection dans (2.2), ainsi on a :

Pour i = 1, ..., Nx

un+1
i = un

i −
∆tn
Φihi

(
b(un

i )− b(un
i−1)

)
(2.20)

+
Ki+ 1

2
∆tn

Φihi∆xi

(
α

(
un+1

i+1

)− α
(
un+1

i

))−
Ki− 1

2
∆tn

Φihi∆xi−1

(
α

(
un+1

i

)− α
(
un+1

i−1

))

avec

α
(
un+1

0

)
:= α

(
un+1

1

)
, α

(
un+1

Nx+1

)
:= α

(
un+1

Nx

)
et b (un

0 ) := b (1)

Ici les flux numériques sont donnés par : pour i = 1, ..., Nx

F ∗+
i− 1

2

(
un

i , u
n
i−1

)
:= b(un

i−1)

G∗+
i− 1

2

(
un+1

i , un+1
i−1

)
:=

Ki− 1
2

∆xi−1

(
α

(
un+1

i

)− α
(
un+1

i−1

)) (2.21)

et
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F ∗−
i+ 1

2

(
un

i+1, u
n
i

)
:= −b(un

i )

G∗−
i+ 1

2

(
un+1

i+1 , un+1
i

)
:=

−Ki+ 1
2

∆xi

(
α

(
un+1

i+1

)− α
(
un+1

i

)) (2.22)

ce qui montre la conservation et la consistance des flux, au sens des définitions 2.1

et 2.2, et par suite le schéma semi-implicite (2.20) est de type volumes finis au

sens de la définition 2.3.

L’existence et l’unicité pour les systèmes non linéaires (2.17) et (2.20), seront

étudiées dans la section 2.4.

2.4 Stabilité L∞ et estimation BV

Dans cette section, on présentera l’analyse des schémas volumes finis obtenus

dans la section 2.3, et on étudiera leurs stabilités L∞ et BV .

Définition 2.4 (Stabilité L∞) On dira que la solution approchée (un
i ) est L∞

stable sur I, si on a :

‖un‖∞ := sup
1≤i≤Nx

|un
i | ≤ C pour tout n = 1, ..., Nτ (2.23)

Définition 2.5 (Stabilité BV ) On dira que la solution approchée (un
i ) est BV

stable sur I, si on a :

‖un‖BV (I) :=
∑

i=0,..,Nx

∣∣un
i+1 − un

i

∣∣ ≤ C pour tout n = 1, ..., Nτ (2.24)

L’espace BV (I) est l’espace des fonctions à variation totale bornée sur I.

Soient C1 et C2 définies par :

C1 := sup
i

(
h

Φihi

)
et C2 := sup

i

h2

Φihi

(
Ki+ 1

2

∆xi

+
Ki− 1

2

∆xi−1

)
(2.25)

D’après les hypothèses (H1)-(H2) et (H9), on a :

β

Φ+
≤ C1 ≤ 1

Φ−
et

2β2K−
Φ+

≤ C2 ≤ 2K+

Φ−
(2.26)
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2.4.1 Analyse du schéma explicite

Proposition 2.6 Sous les hypothèses (H1)-(H7), (H9) et la condition CFL

suivante :

CFL1 :=
∆t

h
C1 sup

0≤s≤1
b′(s) +

∆t

h2
C2 sup

0≤s≤1
a(s) ≤ 1 (2.27)

la solution approchée (un
i ) définie par (2.14) satisfait le principe du maximum

discret suivant :

0 ≤ un
i ≤ 1 pour i = 1, ..., Nx et n = 1, ..., Nτ (2.28)

De plus, le schéma explicite (2.14) est BV stable.

Démonstration. On écrira le schéma (2.14) sous la forme suivante :

Pour i = 1, ..., Nx

un+1
i = un

i −
∆tn
Φihi

b′n
i− 1

2

(
un

i − un
i−1

)
(2.29)

+
Ki+ 1

2
∆tn

Φihi∆xi

an
i+ 1

2

(
un

i+1 − un
i

)−
Ki− 1

2
∆tn

Φihi∆xi−1

an
i− 1

2

(
un

i − un
i−1

)

où

b′n
i− 1

2

:=
b(un

i )− b(un
i−1)

un
i − un

i−1

et an
i− 1

2

:=
α(un

i )− α(un
i−1)

un
i − un

i−1

si un
i 6= un

i−1

b′n
i− 1

2

:= b′(un
i ) et an

i− 1
2

:= a(un
i ) si un

i = un
i−1

avec

an
1
2

:= an
Nx+ 1

2
:= 0, un

0 := 1 et un
Nx+1 := 0

D’après les hypothèses (H3)-(H4) les coefficients b′n
i− 1

2

et an
i− 1

2

sont tous positifs,

ainsi on peut écrire l’équation (2.29) sous la forme suivante :

Pour i = 1, ..., Nx

un+1
i = un

i

(
1−

(
∆tn
Φihi

b′n
i− 1

2
+

Ki+ 1
2
∆tn

Φihi∆xi

an
i+ 1

2
+

Ki− 1
2
∆tn

Φihi∆xi−1

an
i− 1

2

))
(2.30)

+ un
i−1

(
∆tn
Φihi

b′n
i− 1

2
+

Ki− 1
2
∆tn

Φihi∆xi−1

an
i− 1

2

)
+ un

i+1

(
Ki+ 1

2
∆tn

Φihi∆xi

an
i+ 1

2

)
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maintenant d’après la condition CFL (2.27) on a

(
1−

(
∆tn
Φihi

b′n
i− 1

2
+

Ki+ 1
2
∆tn

Φihi∆xi

an
i+ 1

2
+

Ki− 1
2
∆tn

Φihi∆xi−1

an
i− 1

2

))
≥ 0

et par récurrence sur n on a :

0 ≤ un
i ≤ 1 pour i = 0, .., Nx + 1 =⇒ 0 ≤ un+1

i ≤ 1

d’où la stabilité L∞.

Pour montrer l’estimation BV , nous avons d’après (2.30) :

pour i = 1, ..., Nx − 1

un+1
i+1 − un+1

i

=
(
un

i+1 − un
i

)
(

1− ∆tn
Φi+1hi+1

b′n
i+ 1

2
−

Ki+ 1
2
∆tn

Φi+1hi+1∆xi

an
i+ 1

2
−

Ki+ 1
2
∆tn

Φihi∆xi

an
i+ 1

2

)

+
(
un

i − un
i−1

)
(

∆tn
Φihi

b′n
i− 1

2
+

Ki− 1
2
∆tn

Φihi∆xi−1

an
i− 1

2

)

+
(
un

i+2 − un
i+1

)
(

Ki+ 3
2
∆tn

Φi+1hi+1∆xi+1

an
i+ 3

2

)

En utilisant la condition CFL (2.27) et par prolongement de la fonction un

à l’extérieur de l’intervalle [0, 1], par un|]−∞,0[ := 1 et un|]1,+∞[ := 0, il vient

immédiatement que

∑
i∈ZZ

∣∣un+1
i+1 − un+1

i

∣∣

≤
∑
i∈ZZ

∣∣un
i+1 − un

i

∣∣
(

1− ∆tn
Φi+1hi+1

b′n
i+ 1

2
−

Ki+ 1
2
∆tn

Φi+1hi+1∆xi

an
i+ 1

2
−

Ki+ 1
2
∆tn

Φihi∆xi

an
i+ 1

2

)

+
∑
i∈ZZ

∣∣un
i+1 − un

i

∣∣
(

∆tn
Φi+1hi+1

b′n
i+ 1

2
+

Ki+ 1
2
∆tn

Φi+1hi+1∆xi

an
i+ 1

2

)

+
∑
i∈ZZ

∣∣un
i+1 − un

i

∣∣
(

Ki+ 1
2
∆tn

Φihi∆xi

an
i+ 1

2

)
=

∑
i∈ZZ

∣∣un
i+1 − un

i

∣∣
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et par suite on a l’estimation :

∥∥un+1
∥∥

BV (I)
:=

∑
i=0,....,Nx

∣∣un+1
i+1 − un+1

i

∣∣ ≤
∑

i=0,....,Nx

∣∣un
i+1 − un

i

∣∣ ≤
∥∥u0

∥∥
BV (I)

(2.31)

Ceci termine la démonstration de la proposition 2.6.

2.4.2 Analyse des schémas implicite et semi-implicite

Pour les schémas implicite et semi-implicite, on montrera d’abord l’existence

et l’unicité de solution pour les systèmes non linéaires (2.17) et (2.20), en utilisant

un algorithme de point fixe.

On pose

Un :=
[
un

0 , u
n
1 , ...., u

n
i , ...., un

Nx

]t
et W n :=

[
wn

0 , wn
1 , ...., wn

i , ...., wn
Nx

]t

avec

wn
i := un

i −
∆tn
Φihi

(
b(un

i )− b(un
i−1)

)
= un

i −
∆tn
Φihi

b′n
i− 1

2

(
un

i − un
i−1

)
(2.32)

pour i = 1, ..., Nx et wn
0 := un

0 = 1.

Les solutions des schémas (2.17) et (2.20) peuvent s’écrire comme des limites

des solutions des systèmes d’équations linéarisées suivants :

D1

([
Un+1

](k)
) [

Un+1
](k+1)

= Un avec
[
Un+1

](0)
= Un (2.33)

et

D2

([
Un+1

](k)
) [

Un+1
](k+1)

= W n avec
[
Un+1

](0)
= Un (2.34)

où Ds, s = 1, 2, est une matrice tridiagonale dont les éléments non nuls s’écrivent

sous la forme : (Ds)0,0 := 1 et pour i = 1, ..., Nx
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[
D1 (Un+1)

(k)
]

i,i
:= 1 +

∆tn
Φihi

((
b′n+1
i− 1

2

)(k)

+
(
dn+1

i− 1
2

)(k)

+
(
dn+1

i+ 1
2

)(k)
)

[
D1 (Un+1)

(k)
]

i,i−1
:= −∆tn

Φihi

((
b′n+1
i− 1

2

)(k)

+
(
dn+1

i− 1
2

)(k)
)

[
D1 (Un+1)

(k)
]

i,i+1
:= −∆tn

Φihi

(
dn+1

i+ 1
2

)(k)

(2.35)

et

[
D2 (Un+1)

(k)
]

i,i
:= 1 +

∆tn
Φihi

((
dn+1

i− 1
2

)(k)

+
(
dn+1

i+ 1
2

)(k)
)

[
D2 (Un+1)

(k)
]

i,i−1
:= −∆tn

Φihi

(
dn+1

i− 1
2

)(k)

[
D2 (Un+1)

(k)
]

i,i+1
:= −∆tn

Φihi

(
dn+1

i+ 1
2

)(k)

(2.36)

où

(
dn+1

i− 1
2

)(k)

:=
Ki− 1

2

∆xi−1

(
an+1

i− 1
2

)(k)

pour i = 1, ..., Nx

et
(
dn+1

1
2

)(k)

:=
(
dn+1

Nx+ 1
2

)(k)

:= 0

Lemme 2.7 Sous les hypothèses (H1)-(H7), les solutions
(
[Un+1]

(k)
)

k∈IN
des

systèmes (2.33) satisfont le principe du maximum discret suivant :

0 ≤ (un
i )(k) ≤ 1 pour i = 1, ..., Nx et n = 1, ..., Nτ (2.37)

Le même résultat est valable pour les solutions des systèmes (2.34) sous la con-

dition CFL suivante :

CFL2 :=
∆t

h
C1 sup

0≤s≤1
b′(s) ≤ 1 (2.38)

où C1 est donnée par (2.25).

Démonstration. D’après les hypothèses (H3) et (H4), les coefficients b′n+1
i− 1

2

et dn+1
i− 1

2

sont tous positifs, ainsi il est facile de voir que la matrice Ds est une

matrice à diagonale stictement dominante, avec

(Di,i −
∑

i 6=j

|Di,j|) ≥ 1 (2.39)



2.4 Stabilité L∞ et estimation BV 53

donc ‖D−1
s ‖∞ ≤ 1, où ‖·‖∞ est la norme matricielle l∞, de plus Ds est une

matrice monotone [ MIC96, FUL98], c.à.d.

Di,i > 0 et Di,j ≤ 0 pour i 6= j (2.40)

donc on a (D−1
s )i,j ≥ 0, et par suite

∀V ∈ [0, 1]Nx+1 , D−1
s V ∈ [0, 1]Nx+1 (2.41)

Or U0 ∈ [0, 1]Nx+1, ce qui implique par récurrence sur k puis sur n, que toutes

les solutions des systèmes (2.33) [Un+1]
(k+1)

= D−1
1

(
[Un+1]

(k)
)

[Un] ∈ [0, 1]Nx+1,

c.à.d. satisfont le principe du maximum discret.

Pour le schéma semi-implicite, on a d’après la condition CFL (2.38) :
(

1− ∆tn
Φihi

b′n
i− 1

2

)
≥ 0

et par récurrence sur n, on a :

0 ≤ un
i ≤ 1 pour i = 0, ..., Nx

implique que

wn
i =

(
un

i

(
1− ∆tn

Φihi

b′n
i− 1

2

)
+ un

i−1

∆tn
Φihi

b′n
i− 1

2

)
≥ 0

et

wn
i =

(
un

i

(
1− ∆tn

Φihi

b′n
i− 1

2

)
+ un

i−1

∆tn
Φihi

b′n
i− 1

2

)

≤
((

1− ∆tn
Φihi

b′n
i− 1

2

)
+

∆tn
Φihi

b′n
i− 1

2

)
= 1

c.à.d. W n ∈ [0, 1]Nx+1, ainsi toutes les solutions des systèmes (2.34) [Un+1]
(k+1)

=

D−1
2

(
[Un+1]

(k)
)

[W n] ∈ [0, 1]Nx+1, c.à.d. satisfont le principe du maximum dis-

cret. Ceci termine la démonstration du lemme 2.7.

Maintenant on revient à l’existence et l’unicité de solution pour les schémas

implicite (2.17) et semi-implicite (2.20).
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Proposition 2.8 Sous les hypothèses (H1)-(H7), il existe une et une seule

solution (un
i ) pour le schéma implicite (2.17), de plus cette solution satisfait le

principe du maximum discret suivant :

0 ≤ un
i ≤ 1 pour i = 1, ..., Nx et n = 1, ..., Nτ (2.42)

Les mêmes résultats sont valables pour le schéma semi-implicite (2.20) sous la

condition CFL (2.38).

Démonstration. Pour le schéma implicite (2.17), on a d’après le lemme 2.7

la suite
(
[Un+1]

(k)
)

k∈IN
est bornée, donc on peut extraire une sous-suite conver-

gente, notée aussi
(
[Un+1]

(k)
)

k∈IN
, telle que

Un+1 := lim
k→∞

[
Un+1

](k) ∈ ([0, 1])Nx+1 (2.43)

et d’après la continuité de l’application V 7−→ D1 (V ) [V ], la limite Un+1 est une

solution du système non linéaire D1 (V ) [V ] = Un qui est équivalent à (2.17). On

conclut alors l’existence d’une solution pour le schéma implicite (2.17).

Pour montrer l’unicité, on suppose Un+1, V n+1 deux solutions du schéma

implicite (2.17), c.à.d. qu’on a

pour i = 1, ..., Nx

un+1
i = un

i −
∆tn
Φihi

(
b(un+1

i )− b(un+1
i−1 )

)

+
Ki+ 1

2
∆tn

Φihi∆xi

(
α

(
un+1

i+1

)− α
(
un+1

i

))−
Ki− 1

2
∆tn

Φihi∆xi−1

(
α

(
un+1

i

)− α
(
un+1

i−1

))

et

vn+1
i = un

i −
∆tn
Φihi

(
b(vn+1

i )− b(vn+1
i−1 )

)

+
Ki+ 1

2
∆tn

Φihi∆xi

(
α

(
vn+1

i+1

)− α
(
vn+1

i

))−
Ki− 1

2
∆tn

Φihi∆xi−1

(
α

(
vn+1

i

)− α
(
vn+1

i−1

))
.

par soustraction, on obtient
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un+1
i − vn+1

i = −∆tn
Φihi

(
b(un+1

i )− b(vn+1
i )− b(un+1

i−1 ) + b(vn+1
i−1 )

)

+
Ki+ 1

2
∆tn

Φihi∆xi

(
α

(
un+1

i+1

)− α
(
vn+1

i+1

)− α
(
un+1

i

)
+ α

(
vn+1

i

))

−
Ki− 1

2
∆tn

Φihi∆xi−1

(
α

(
un+1

i

)− α
(
vn+1

i

)− α
(
un+1

i−1

)
+ α

(
vn+1

i−1

))

et par suite, on a pour i = 1, ..., Nx

(
un+1

i −vn+1
i

)
(

1+
b′i∆tn
Φihi

+
Ki+ 1

2
ai∆tn

Φihi∆xi

+
Ki− 1

2
ai∆tn

Φihi∆xi−1

)
(2.44)

−(un+1
i−1−vn+1

i−1 )

(
b′i−1∆tn

Φihi

+
Ki− 1

2
ai−1∆tn

Φihi∆xi−1

)
− (

un+1
i+1−vn+1

i+1

)
(

Ki+ 1
2
ai+1∆tn

Φihi∆xi

)
= 0

où

b′i :=
b(un+1

i )− b(vn+1
i )

un+1
i − vn+1

i

et ai :=
α(un+1

i )− α(vn+1
i )

un+1
i − vn+1

i

si un+1
i 6= vn+1

i

b′i := b′(un+1
i ) et ai := a(un+1

i ) si un+1
i = vn+1

i

avec a0 := aNx+1 := 0, un+1
0 := vn+1

0 := 1 et un+1
Nx+1 := vn+1

Nx+1 := 0.

Ce système d’équations peut s’écrire sous la forme suivante :

D
(
Un+1, V n+1

) [
Un+1 − V n+1

]
= 0 (2.45)

où D est une matrice Nx×Nx tridiagonale dont les éléments non nuls s’écrivent

sous la forme suivante :

pour i = 1, ..., Nx

[D (Un+1, V n+1)]i,i :=
Φihi

∆tn
+ b′i +

Ki+ 1
2

∆xi

ai +
Ki− 1

2

∆xi−1

ai

[D (Un+1, V n+1)]i,i−1 := −b′i−1 −
Ki− 1

2

∆xi−1

ai−1 i ≥ 2

[D (Un+1, V n+1)]i,i+1 := −
Ki+ 1

2

∆xi

ai+1 i ≤ Nx − 1

(2.46)
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D’après les hypothèses (H3)-(H4), les coefficients b′i et an
i sont tous positifs,

ainsi il est facile de voir que la transposée de la matrice D est à diagonale

strictement dominante donc inversible, et par suite on a l’unicité de la so-

lution du schéma implicite (2.17). L’existence et l’unicité de la solution du

schéma semi-implicite (2.20) s’obtiennent de la même manière. Ceci termine la

démonstration de la proposition 2.8.

L’étape suivante est d’établir une estimation BV .

Proposition 2.9 Sous les hypothèses (H1)-(H7) et (H9), l’approximation

(un
i ) donnée par le schéma implicite (2.17), est BV stable. Le même résultat

est valable pour le schéma semi-implicite (2.20) sous la condition CFL (2.38).

Démonstration. Pour le schéma implicite (2.17) on a :

Pour i = 1, ..., Nx − 1

(
un+1

i+1 − un+1
i

)

1 +

b
′n+1
i+ 1

2

∆tn

Φi+1hi+1

+
Ki+ 1

2
an+1

i+ 1
2

∆tn

Φi+1hi+1∆xi

+
Ki+ 1

2
an+1

i+ 1
2

∆tn

Φihi∆xi




=
(
un

i+1 − un
i

)
+

(
un+1

i − un+1
i−1

)



b
′n+1
i− 1

2

∆tn

Φihi




+
(
un+1

i − un+1
i−1

)
(

Ki− 1
2
an+1

i− 1
2

∆tn

Φihi∆xi−1

)
+

(
un+1

i+2 − un+1
i+1

)
(

Ki+ 3
2
an+1

i+ 3
2

∆tn

Φi+1hi+1∆xi+1

)

en prolongeant la fonction un à l’extérieur de l’intervalle [0, 1], par un|]−∞,0[ := 1

et un|]1,+∞[ := 0, on obtient :

∑
i∈ZZ

∣∣un+1
i+1 − un+1

i

∣∣

1 +

b
′n+1
i+ 1

2

∆tn

Φi+1hi+1

+
Ki+ 1

2
an+1

i+ 1
2

∆tn

Φi+1hi+1∆xi

+
Ki+ 1

2
an+1

i+ 1
2

∆tn

Φihi∆xi




≤
∑
i∈ZZ

∣∣un
i+1 − un

i

∣∣ +
∑
i∈ZZ

∣∣un+1
i+1 − un+1

i

∣∣



b
′n+1
i+ 1

2

∆tn

Φi+1hi+1




+
∑
i∈ZZ

∣∣un+1
i+1 − un+1

i

∣∣
(

Ki+ 1
2
an+1

i+ 1
2

∆tn

Φi+1hi+1∆xi

)
+

∑
i∈ZZ

∣∣un+1
i+1 − un+1

i

∣∣
(

Ki+ 1
2
an+1

i+ 1
2

∆tn

Φihi∆xi

)
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ce qui donne

∑
i∈ZZ

∣∣un+1
i+1 − un+1

i

∣∣ ≤
∑
i∈ZZ

∣∣un
i+1 − un

i

∣∣

ainsi on a l’estimation suivante :

∥∥un+1
∥∥

BV (I)
:=

∑
i=0,....,Nx

∣∣un+1
i+1 − un+1

i

∣∣ ≤
∑

i=0,....,Nx

∣∣un
i+1 − un

i

∣∣ ≤
∥∥u0

∥∥
BV (I)

(2.47)

Pour le schéma semi-implicite (2.20), on a :

pour i = 1, ..., Nx − 1

(
un+1

i+1 − un+1
i

)
(

1 +
Ki+ 1

2
an+1

i+ 1
2

∆tn

Φi+1hi+1∆xi

+
Ki+ 1

2
an+1

i+ 1
2

∆tn

Φihi∆xi

)

=
(
un

i+1 − un
i

)

1−

b
′n
i+ 1

2

∆tn

Φi+1hi+1


 +

(
un

i − un
i−1

)

b

′n
i− 1

2

∆tn

Φihi




+
(
un+1

i − un+1
i−1

)
(

Ki− 1
2
an+1

i− 1
2

∆tn

Φihi∆xi−1

)
+

(
un+1

i+2 − un+1
i+1

)
(

Ki+ 3
2
an+1

i+ 3
2

∆tn

Φi+1hi+1∆xi+1

)

en utilisant la condition CFL (2.38) et par prolongement de la fonction un à

l’extérieur de l’intervalle [0, 1], par un|]−∞,0[ := 1 et un|]1,+∞[ := 0, on obtient :

∑
i∈ZZ

∣∣un+1
i+1 − un+1

i

∣∣
(

1 +
Ki+ 1

2
an+1

i+ 1
2

∆tn

Φi+1hi+1∆xi

+
Ki+ 1

2
an+1

i+ 1
2

∆tn

Φihi∆xi

)

≤
∑
i∈ZZ

∣∣un
i+1 − un

i

∣∣

1−

b
′n
i+ 1

2

∆tn

Φi+1hi+1


 +

∑
i∈ZZ

∣∣un
i+1 − un

i

∣∣

 b

′n
i+ 1

2

∆tn

Φi+1hi+1




+
∑
i∈ZZ

∣∣un+1
i+1 − un+1

i

∣∣
(

Ki+ 1
2
an+1

i+ 1
2

∆tn

Φi+1hi+1∆xi

)
+

∑
i∈ZZ

∣∣un+1
i+1 − un+1

i

∣∣
(

Ki+ 1
2
an+1

i+ 1
2

∆tn

Φihi∆xi

)

ce qui donne
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∑
i∈ZZ

∣∣un+1
i+1 − un+1

i

∣∣ ≤
∑
i∈ZZ

∣∣un
i+1 − un

i

∣∣

ainsi on a l’estimation suivante :

∥∥un+1
∥∥

BV (I)
:=

∑
i=0,....,Nx

∣∣un+1
i+1 − un+1

i

∣∣ ≤
∑

i=0,....,Nx

∣∣un
i+1 − un

i

∣∣ ≤
∥∥u0

∥∥
BV (I)

(2.48)

Ceci termine la démonstration de la proposition 2.9.

2.5 Résultat de convergence

Dans cette section, on présente un résultat de convergence des schémas vol-

umes finis introduits précédements. Pour cela, on a besoin du lemme suivant :

Lemme 2.10 Sous les hypothèses (H1)-(H9) et la condition CFL (2.27) pour

le schéma explicite (2.14), la condition CFL (2.38) pour le schéma semi-implicite

(2.20), et sans aucune condition CFL pour le schéma implicite (2.17), l’estimation

suivante est vérifiée : pour n = 0, ..., Nτ − 1

∥∥un+1 − un
∥∥

L1(I)
:=

∑
i=1,..,Nx

hi

∣∣un+1
i − un

i

∣∣ ≤ C∆t (2.49)

où C
(

1
Φ−

, sup (b′) , ‖u0‖BV (I) , ‖Kα (u0)x‖BV (I)

)
est une constante indépendante

de h et ∆t.

Démonstration. Pour simplifier, on présentera simplement la démonstration

pour le schéma explicite, les mêmes résultats s’obtiennent de la même manière

pour les schémas implicite et semi-implicite. Cette démonstration est analogue

à celle des travaux de Evje & Karlsen [ EVK99, EVK00], une autre idée de

la démonstration se trouve dans Ghilani [ GHI97].

En multipliant (2.14) par
Φihi

∆tn
et en sommant pour j ≤ i, on obtient
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pour i = 1, ..., Nx

wn
i :=

∑
j≤i

Φjhj

un+1
j − un

j

∆tn
= b(1)− b(un

i ) +
Ki+ 1

2

∆xi

(
α

(
un

i+1

)− α (un
i )

)
(2.50)

et on pose wn
0 := 0 et wn

Nx+1 := b(1), de plus on a

wn
i − wn

i−1 = Φihi
un+1

i − un
i

∆tn

et

wn+1
i = wn

i − b(un+1
i ) + b(un

i )

+
Ki+ 1

2

∆xi

(
α

(
un+1

i+1

)− α
(
un+1

i

))−
Ki+ 1

2

∆xi

(
α

(
un

i+1

)− α (un
i )

)

= wn
i − b

′n+ 1
2

i

(
un+1

i − un
i

)

+
Ki+ 1

2

∆xi

(
a

n+ 1
2

i+1

(
un+1

i+1 − un
i+1

)− a
n+ 1

2
i

(
un+1

i − un
i

))

où

b
′n+ 1

2
i :=

b(un+1
i )− b(un

i )

un+1
i − un

i

et a
n+ 1

2
i :=

α(un+1
i )− α(un

i )

un+1
i − un

i

si un+1
i 6= un

i

b
′n+ 1

2
i := b′(un

i ) et a
n+ 1

2
i := a(un

i ) si un+1
i = un

i

avec a
n+ 1

2
Nx+1 := 0, d’où

wn+1
i = wn

i −
∆tnb

′n+ 1
2

i

Φihi

(
wn

i − wn
i−1

)

+
∆tnKi+ 1

2
a

n+ 1
2

i+1

Φi+1hi+1∆xi

(
wn

i+1 − wn
i

)−
∆tnKi+ 1

2
a

n+ 1
2

i

Φihi∆xi

(
wn

i − wn
i−1

)

ainsi on a
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wn+1
i+1 − wn+1

i =

(
wn

i+1 − wn
i

)

1− ∆tnb

′n+ 1
2

i+1

Φi+1hi+1

−
∆tnKi+ 1

2
a

n+ 1
2

i+1

Φi+1hi+1∆xi

−
∆tnKi+ 3

2
a

n+ 1
2

i+1

Φi+1hi+1∆xi+1




+
(
wn

i − wn
i−1

)

∆tnb

′n+ 1
2

i

Φihi

+
∆tnKi+ 1

2
a

n+ 1
2

i

Φihi∆xi




+
(
wn

i+2 − wn
i+1

)

 ∆tnKi+ 3

2
a

n+ 1
2

i+2

Φi+2hi+2∆xi+1




en utilisant la condition CFL (2.27) et en prolongeant la fonction wn à l’extérieur

de l’intervalle [0, 1], par wn|]−∞,0[ := 0 et wn|]1,+∞[ := b (1), on obtient :

∑
i∈ZZ

∣∣wn+1
i+1 − wn+1

i

∣∣

≤
∑
i∈ZZ

∣∣wn
i+1 − wn

i

∣∣

1− ∆tnb

′n+ 1
2

i+1

Φi+1hi+1

−
∆tnKi+ 1

2
a

n+ 1
2

i+1

Φi+1hi+1∆xi

−
∆tnKi+ 3

2
a

n+ 1
2

i+1

Φi+1hi+1∆xi+1




+
∑
i∈ZZ

∣∣wn
i − wn

i−1

∣∣

∆tnb

′n+ 1
2

i

Φihi

+
∆tnKi+ 1

2
a

n+ 1
2

i

Φihi∆xi




+
∑
i∈ZZ

∣∣wn
i+2 − wn

i+1

∣∣

 ∆tnKi+ 3

2
a

n+ 1
2

i+2

Φi+2hi+2∆xi+1




soit

∑
i∈ZZ

∣∣wn+1
i+1 − wn+1

i

∣∣ ≤
∑
i∈ZZ

∣∣wn
i+1 − wn

i

∣∣

et par suite

∑
i∈ZZ

Φihi

∣∣un+1
i − un

i

∣∣
∆tn

=
∑
i∈ZZ

∣∣wn+1
i+1 − wn+1

i

∣∣ est décroissante.
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Finalement d’après les hypothèses (H7) et (H8), on a :

∑
i∈ZZ

Φihi

∣∣un+1
i − un

i

∣∣
∆tn

≤
∑
i∈ZZ

Φihi
|u1

i − u0
i |

∆tn

=
∑
i∈ZZ

∣∣∣∣∣b(u
0
i−1)− b(u0

i ) + Ki+ 1
2

α
(
u0

i+1

)− α (u0
i )

∆xi

−Ki− 1
2

α (u0
i )− α

(
u0

i−1

)

∆xi−1

∣∣∣∣∣
≤ sup(b′)

∥∥u0
∥∥

BV (I)
+

∥∥Kα
(
u0

)
x

∥∥
BV (I)

soit

∑
i∈ZZ

hi

∣∣un+1
i − un

i

∣∣
∆tn

≤ C

où

C :=
1

Φ−

(
sup(b′)

∥∥u0
∥∥

BV (I)
+

∥∥Kα
(
u0

)
x

∥∥
BV (I)

)
< ∞ (2.51)

Ceci complète la démonstration du lemme 2.10.

Remarque 2.11 Le lemme 2.10 exprime la L1 continuité en temps de la

solution approchée.

Corollaire 2.12 Sous les mêmes hypothèses du lemme 2.10, on a de plus les

estimations discrètes suivantes : pour n = 1, ..., Nτ

‖Kα (un)x‖BV (I)
:=

∑
i=1,..,Nx

∣∣∣∣∣Ki+ 1
2

α
(
un

i+1

)− α (un
i )

∆xi

−Ki− 1
2

α (un
i )− α

(
un

i−1

)

∆xi−1

∣∣∣∣∣ ≤ C

(2.52)

et

‖Kα (un)x‖L∞(I) := sup
i=1,..,Nx

∣∣∣∣∣Ki+ 1
2

α
(
un

i+1

)− α (un
i )

∆xi

∣∣∣∣∣ ≤ C (2.53)
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Démonstration. En effet on a :

‖Kα (un)x‖BV (I)
:=

∑
i=1,..,Nx

∣∣∣∣∣Ki+ 1
2

α
(
un

i+1

)− α (un
i )

∆xi

−Ki− 1
2

α (un
i )− α

(
un

i−1

)

∆xi−1

∣∣∣∣∣

≤
∑

i=1,..,Nx

∣∣wn
i − wn

i−1

∣∣ +
∑

i=1,..,Nx

∣∣b(un
i−1)− b(un

i )
∣∣

≤
∑

i=1,..,Nx

∣∣w0
i − w0

i−1

∣∣ + sup(b′) ‖un‖BV (I)

≤ 2 sup(b′)
∥∥u0

∥∥
BV (I)

+
∥∥Kα

(
u0

)
x

∥∥
BV (I)

soit, d’après l’hypothèse (H8)

‖Kα (un)x‖BV (I) ≤ C (2.54)

où

C := 2 sup(b′)
∥∥u0

∥∥
BV (I)

+
∥∥Kα

(
u0

)
x

∥∥
BV (I)

< ∞

et

‖Kα (un)x‖L∞(I)
:= sup

i=1,..,Nx

∣∣∣∣∣Ki+ 1
2

α
(
un

i+1

)− α (un
i )

∆xi

∣∣∣∣∣

≤ sup
i=1,..,Nx

(
|b (un

i )− b (1)|+
∑
j≤i

Φjhj

∣∣un+1
j − un

j

∣∣
∆tn

)

≤ sup(b′)
∥∥u0 − 1

∥∥
L∞(I)

+ sup(b′)
∥∥u0

∥∥
BV (I)

+
∥∥Kα

(
u0

)
x

∥∥
BV (I)

soit, d’après l’hypothèse (H8)

‖Kα (un)x‖L∞(I)
≤ C

où

C := sup(b′)
(∥∥u0 − 1

∥∥
L∞(I)

+
∥∥u0

∥∥
BV (I)

)
+

∥∥Kα
(
u0

)
x

∥∥
BV (I)

< ∞ (2.55)
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Ce qui donne les estimations cherchées.

Maintenant, on va montrer le résultat essentiel de cette section. On note par

u la solution faible du problème définie par (1.40) et on définit l’approximation

uh par uh (x, t) = un
i dans Ii × [tn, tn+1[.

Théorème 2.13 Sous les hypothèses (H1)-(H9) et la condition CFL (2.27)

[resp. (2.38)] l’approximation uh, donnée par le schéma explicite (2.14) [resp.

semi-implicite (2.20)], converge vers u dans L1 (Qτ ) quand h et ∆t tendent vers

zéro. Ce résultat est aussi valable pour le schéma implicite (2.17) sans aucune

condition CFL.

Démonstration. Pour montrer la convergence de uh = uh (x, t) vers la

solution faible définie par (1.40), on passe à la limite dans l’équation discrète.

Des propositions 2.6, 2.8, 2.9 et du lemme 2.10 (uh) est bornée dans L∞ (Qτ )∩
BV (Qτ ) ⊂> L1 (Qτ ) avec injection compacte. On peut ainsi extraire une sous-

suite encore notée (uh), telle que

uh −→ u∗ dans L1 (Qτ ) (2.56)

quand h et ∆t tendent vers 0, où la limite u∗ ∈ L∞ (Qτ )∩BV (Qτ ) (voir Evans

& Gariepy [ EVG92] p. 176).

Soit αh (u) ∈ L∞
(
0, τ ; C0

(
Ī
))

définie par : αh (u) (xi, t) := α (un
i ) pour tout

t ∈ [tn, tn+1[ et αh (u) (., t) ∈ P1 sur Ii+ 1
2
. Il est facile d’obtenir de (2.53) et de

l’hypothèse (H2), l’estimation suivante :

pour tout t ∈ [0, τ [

‖(αh (u))x‖L∞(I) ≤ C (2.57)

où C est une constante indépendante de h et ∆t. Ainsi de l’injection continue

de W 1,∞ (I) dans H1 (I) on a :

αh (u) ⇀ α∗ dans H1 (I)− faiblement
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pour tout t ∈ [0, τ [ et en utilisant l’injection compacte W 1,∞ (I) ⊂> C0
(
Ī
)

on

a :

αh (u) −→ α∗ dans C0
(
Ī
)

(2.58)

où α∗ ∈ H1 (I) et de (2.58) α∗ satisfait les conditions au bord.

L’étape suivante est de montrer que α∗ = α (u∗). Utilisons l’hypothèse (H3),

il vient de (2.56) que :

pour tout t ∈ [0, τ [

α (uh) −→ α (u∗) dans L1 (I) (2.59)

et du fait que α (uh) ∈ BV (I) on a :

∫

I

|α (uh)− αh (u)| dx

≤
∑

i=1,..,Nx−1

∆xi

∣∣α (
un

i+1

)− α (un
i )

∣∣

≤ 1

β
h ‖α (un)‖BV (I) −→ 0

et par suite

|α (uh)− αh (u)| −→ 0 dans L1 (I) (2.60)

on en déduit maintenant de (2.58)-(2.60) que α∗ = α (u∗).

A ce stade, on conclut que u∗ vérifie (1.40)-(i) , (ii), il reste à montrer que

u∗ satisfait (1.40)-(iii). Pour cela, soit v ∈ V une fonction test, notons par

vn
i := v

(
xi− 1

2
, tn

)
. En multipliant les schémas (2.14), (2.17) et (2.20) par hiv

n
i Φi,

et en sommant sur n et i, on obtient :

∑
n,i

∆tnhiv
n
i Φi

un+1
i − un

i

∆tn
+

∑
n,i

∆tnv
n
i

(
b(us

i )− b(us
i−1)

)
(2.61)

=
∑
n,i

∆tnv
n
i

[
Ki+ 1

2

α
(
uk

i+1

)− α
(
uk

i

)

∆xi

−Ki− 1
2

α
(
uk

i

)− α
(
uk

i−1

)

∆xi−1

]

où (k, s = n ou n + 1) suivant les schémas explicite, implicite et semi-implicite.

On transforme cette sommation (2.61) sous la forme suivante :
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−
∑

i

hiv
0
i u

0
i Φi +

∑
n,i

∆tnhiu
n+1
i Φi

vn
i − vn+1

i

∆tn
(2.62)

=
∑
n,i

∆tnhib(u
s
i )

vn
i+1 − vn

i

hi

+
∑
n,i

∆tnKi+ 1
2

α
(
uk

i+1

)− α
(
uk

i

)

∆xi

(
vn

i − vn
i+1

)

En prenant en considération les hypothèses sur les données et utilisons le

théorème de Lebesgue, quand h et ∆t tendent vers 0, il s’en suit que

−
∑

i

hiv
0
i u

0
i Φi −→ −

∫

I

Φu0v (x, 0) dx

∑
i,n

∆thiu
n+1
i Φi

vn
i − vn+1

i

∆tn
−→ −

∫ ∫

Qτ

Φu∗vtdtdx

∑
n,i

∆thib(u
s
i )

vn
i+1 − vn

i

hi

−→
∫ ∫

Qτ

b(u∗)vxdtdx

∑
n,i

∆tKi+ 1
2

α
(
uk

i+1

)− α
(
uk

i

)

∆xi

(
vn

i − vn
i+1

) −→ −
∫ ∫

Qτ

(K (x) α(u∗)x) vxdtdx

Finalement, passons à la limite dans (2.62) il vient que

∫

I

Φu0v (x, 0) dx +

∫ ∫

Qτ

[Φu∗vt + (b(u∗)−Kα(u∗)x) vx] dtdx = 0 (2.63)

D’où u∗ est la solution faible du problème (1.40) lequel admet une unique solu-

tion u. Donc toute la suite (uh) converge vers u.

2.6 Conclusion

Le but de ce chapitre était de développer des schémas volumes finis pour une

équation non linéaire mono-dimensionnelle de convection-diffusion dégénérée.

Nous avons traité et analysé trois familles de tels schémas. Après avoir établi

que les schémas sont L∞ et BV stables, sous les conditions CFL appropriées et

satisfont le principe du maximum discret, nous avons obtenu des résultats de

convergence vers la solution faible du problème.





Chapitre 3

Convergence dans le cas

bi-dimensionnel pour un maillage

rectangulaire

3.1 Introduction

O
n considère dans ce chapitre la discrétisation par des volumes finis rect-

angulaire, dans IR2 de l’équation de saturation décrivant l’écoulement

de deux phases liquides incompressibles et immiscibles dans un milieu poreux,

pour lequel, nous nous limitons au cas où les équations de saturation et de pres-

sion se découplent (voir chapitre 1, (1.38) et (1.39)), l’équation de saturation

est à convection dominante, le terme de diffusion est petit mais important et ne

peut être négligé, le problème est alors décrit par :

(P2)





0 ≤ u (x, y, t) ≤ 1 dans Qτ

Φ
∂u

∂t
+ div (b(u)~q)− div (K∇α(u)) = 0 dans Qτ

u|Γ1 = u0 ; K∇α(u) · ~n|Γ2 = 0 et u|Γ3 = 0 sur [0, τ [

u(x, y, 0) = u0(x, y) dans Ω

(3.1)

où u(x, y, t) est la saturation de l’eau, ~q (x, y) la vitesse totale, Φ (x, y) la porosité

du milieu poreux et K (x, y) le tenseur des perméabilités absolues du réservoir.

Ω := I×J ⊂ IR2 où I et J sont des intervals bornés de IR. La frontière Γ := ∂Ω

67
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est formée de trois parties telle que Γ = Γ̄1 ∪ Γ̄2 ∪ Γ̄3 avec |Γi| > 0 et Γi ∩Γj = ∅
pour i 6= j; Γ1 est la partie du bord où l’eau est injectée, Γ2 la partie imperméable

et Γ3 la partie de production. Soit [0, τ [ l’intervalle du temps d’étude, on note

Qτ := Ω × [0, τ [. α(u) et b(u) sont des fonctions non linéaires qui dépendent

de la mobilité et de la pression capillaire, avec le coefficient de diffusion a := α′

vérifiant : a(0) = a(1) = 0 (dégénérescence du terme de diffusion). u0 ∈ {0, 1}.
Ce chapitre est organisé comme suit : dans la section 3.2, on introduit les hy-

pothèses sur les données du problème (P2), qui assurent l’existence et l’unicité de

la solution faible. Dans la section 3.3, nous présentons la discrétisation volumes

finis du problème (P2) en utilisant un maillage rectangulaire. Une approxima-

tion explicite du terme de convection combinée avec une approximation explicite

[resp. implicite] du terme de diffusion est considérée. Dans la section 3.4, nous

présentons des résultats de stabilité L∞ et estimation BV sous les conditions

CFL appropriées. Un résultat de convergence sera donné dans la section 3.5. Les

résultats de ce chapitre, généralisent ceux du chapitre 2 au cas bi-dimensionnel

et ont fait l’objet de la publication [ AFI99].

3.2 Hypothèses sur les données

Par la suite, on introduit les hypothèses suivantes, qui sont suffisantes pour

l’existence et l’unicité d’une solution faible du problème (voir proposition 1.3),

plus des hypothèses supplémentaires pour la convergence des schémas numériques :

(H0) Ω := I × J ⊂ IR2 est borné.

(H1) Φ ∈ L∞ (Ω) telle que 0 < Φ− ≤ Φ (x, y) ≤ Φ+ ≤ 1, p.p. dans Ω.

(H2) K est un tenseur diagonal de la forme K(x, y) =

(
K1 (x, y) 0

0 K2 (x, y)

)
,

telle que 0 < K− ≤ Ks (x, y) ≤ K+ < ∞ pour s = 1, 2, p.p. dans Ω.

(H3) α ∈ C1 ([0, 1]) tel que pour a := α′, a(0) = a(1) = 0 et a(s) > 0 ∀s ∈ ]0, 1[.

(H4) b ∈ C1 ([0, 1]) est une fonction monotone telle que b′(s) > 0 ∀s ∈ ]0, 1[.
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(H5) u0 ∈ L∞ (Ω) tel que 0 ≤ u0 (x) ≤ 1 p.p. dans Ω.

(H6) ~q ∈ H (div, Ω), telle que div (~q) = 0, ~q · ~n|Γ1 = −qd < 0, ~q · ~n|Γ2 = 0 et

~q · ~n|Γ3 > 0.

(H7) ~q ∈ (L∞ (Ω))2.

(H8) α−1 est une fonction continue hölderienne d’exposant θ ∈ ]0, 1[ et b ◦ α−1

une fonction continue hölderienne d’exposant 1+θ
2

.

(H9) u0 ∈ BV (Ω).

(H10) K∇α(u0) ∈ B (I × J) := L1(J ; BV (I))× L1(I; BV (J) ).

Dans l’hypothèse (H2), K est un tenseur diagonal, cette restriction est dûe

au maillage rectangulaire choisi, vu que l’approche qu’on présente ici est une

généralisation des résultats obtenus dans le chapitre 2. De même dans les

hypothèses (H6)-(H7) ~q est indépendant du temps, cas où les équations se

découplent voir (1.38).

3.3 Discrétisation par volumes finis

Avant de présenter la discrétisation par volumes finis pour le problème (P2)

on donne quelques notations.

3.3.1 Notations

• (tn)n=0,...,Nτ
une partition de [0, τ [ en des intervalles de pas de temps ∆tn :=

tn+1 − tn et on pose ∆t := max
n

∆tn.

• Σh := (Mij) une partition rectangulaire de Ω̄, où Mij := Ii × Jj, pour

i = 1, ..., Nx et j = 1, ..., Ny (voir Figure 3.1), appelée aussi volume de

contrôle .

• xMij
:= (xi, yj), centre de Mij .
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• On pose ∆xi := |Ii|, ∆yj := |Jj|, ∆xi+ 1
2

:= xi+1−xi et ∆yj+ 1
2

:= yj+1−yj.

• h := min
ij

(∆xi, ∆yj), ∆x := max
i

∆xi et ∆y := max
j

∆yj.

• £h := {l ∈ ∂Mij\Γ, pour Mij ∈ Σh}, Ml ∈ Σh tel que M ∩Ml = l.

• δM,l := δ (xM , xMl
) est la distance euclidienne entre xM et xMl

.

• Pour Φ ∈ L∞ (Ω), on pose Φij := 1
|Mij |

∫∫
Mij

Φ (x, y) dxdy.

• Pour des raisons de simplicité, on suppose les fonctions Ks (x, y) constantes

par maille et on pose Ks
ij := Ks|Mij

pour s = 1, 2.

• Pour une condition initiale u0 ∈ L∞ (Ω), on pose u0
ij := 1

|Mij |
∫∫

Mij
u0 (x, y) dxdy.

• Soit un
ij [resp. un

l ] une approximation de u au point (xi, yj, tn) supposée

constante sur la maille Mij [resp. au point (xl, tn) supposée constante sur

l ∈ ∂M ].

Ces approximations seront définies par les schémas numériques qui suivent.

On aura besoin aussi de l’hypothèse sur la régularité du maillage :

(H11) ∃β ∈ ]0, 1], tel que β max (∆x, ∆y) ≤ h, où β est un constante indépendante

de h.

M i ,j
M i+ 1 ,jM i-1 ,j

M i,j+ 1

M i,j-1

Fig. 3.1: Volume de contrôle Mij
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3.3.2 Définitions

En intégrant (3.1) dans Mij × [tn, tn+1] où Mij ∈ Σh, on obtient le schéma

suivant

Φij

(
un+1

ij − un
ij

) |Mij|+
∑

l∈∂Mij

∫ tn+1

tn

b(u)l(~ql · ~nMij ,l) |l| dt

=
∑

l∈∂Mij\Γ

∫ tn+1

tn

Kl∇α(u)l · ~nMij ,l |l| dt (3.2)

où ~nM,l est la normale extérieure à l ∈ ∂M .

Le schéma précédent peut s’écrire sous la forme suivante :

pour i = 1, ..., Nx, j = 1, ..., Ny

un+1
ij = un

ij +
∆tn

Φij |Mij|
(
F−

i+ 1
2
j
+ F+

i− 1
2
j
+ F−

ij+ 1
2

+ F+
ij− 1

2

)
(3.3)

+
∆tn

Φij |Mij|
(
G−

i+ 1
2
j
+ G+

i− 1
2
j
+ G−

ij+ 1
2

+ G+
ij− 1

2

)

où F±
i+ 1

2
j

et G±
i+ 1

2
j

sont respectivement le flux de convection et le flux de

diffusion, à droite et à gauche de l’arête l = Mi+1j ∩Mij, définis par

pour i = 1, ..., Nx, j = 1, ..., Ny

F+
i+ 1

2
j
:= −

qxi+ 1
2
j∆yj

∆tn

∫ tn+1

tn

b(u)i+ 1
2
jdt

F−
i+ 1

2
j
:= +

qxi+ 1
2
j∆yj

∆tn

∫ tn+1

tn

b(u)i+ 1
2
jdt

et

G+
i+ 1

2
j
:=

K1
i+ 1

2
j
∆yj

∆tn

∫ tn+1

tn

∇α(u)i+ 1
2
jdt

G−
i+ 1

2
j
:= −

K1
i+ 1

2
j
∆yj

∆tn

∫ tn+1

tn

∇α(u)i+ 1
2
jdt

F±
ij+ 1

2

et G±
ij+ 1

2

sont respectivement le flux de convection et le flux de diffusion,

en haut et en bas de l’arête l = Mij+1 ∩Mij, définis par
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pour i = 1, ..., Nx, j = 1, ..., Ny

F+
ij+ 1

2

:= −
qyij+ 1

2
∆xi

∆tn

∫ tn+1

tn

b(u)ij+ 1
2
dt

F−
ij+ 1

2

:=
qyij+ 1

2
∆xi

∆tn

∫ tn+1

tn

b(u)ij+ 1
2
dt

et

G+
ij+ 1

2

:=
K2

ij+ 1
2

∆xi

∆tn

∫ tn+1

tn

∇α(u)ij+ 1
2
dt

G−
ij+ 1

2

:= −
K2

ij+ 1
2

∆xi

∆tn

∫ tn+1

tn

∇α(u)ij+ 1
2
dt

où (qx, qy) sont les composantes de ~q. On pose

pour i = 1, ..., Nx, j = 1, ..., Ny

F±
l = F±

i+ 1
2
j

et G±
l = G±

i+ 1
2
j

si l = Mi+1j ∩Mij

F±
l = F±

ij+ 1
2

et G±
l = G±

ij+ 1
2

si l = Mij+1 ∩Mij

Soient F ∗
l (uM , uMl

) et G∗
l (uM , uMl

) des approximations à deux points respec-

tivement de Fl et Gl, appelées aussi flux numériques.

La conservation des flux numériques est caractérisée par l’égalité entre le flux

entrant et le flux sortant à travers une interface l ∈ ∂M [ EGH00, KRO97].

La consitance du flux numérique est tel que l’ordre de l’approximation numéri-

que choisi pour le flux doit être supérieur ou égal à 1. [ EGH00, KRO97]

Ainsi d’après ces définitions de la conservation et de la consistance, pour

les flux numériques des termes de convection et de diffusion cités séparément

dans [ EGH00, KRO97], on peut les généraliser par :

Définition 3.1 (Conservativité) On dira que les flux approchés F ∗
l et G∗

l sont

conservatifs au sens des volumes finis, si on a une conservation locale

F ∗−
l + F ∗+

l = 0 et G∗−
l + G∗+

l = 0 pour tout l ∈ £h\Γ
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plus une conservation globale

∑
j

(
F ∗−

Nx+ 1
2
j
+ F ∗+

1
2
j

)
+

∑
i

(
F ∗−

iNy+ 1
2

+ F ∗+
i 1
2

)
=

∫

Γ

b(u) (−~q · ~n) ds

∑
j

(
G∗−

Nx+ 1
2
j
+ G∗+

1
2
j

)
+

∑
i

(
G∗−

iNy+ 1
2

+ G∗+
i 1
2

)
=

∫

Γ

K∇α(u) · ~nds

Définition 3.2 (Consistance) On dira que les flux approchés F ∗
l et G∗

l sont

consistants au sens des volumes finis, si on a :

F ∗±
l (v, v) = ±b(v)(−~ql · ~nM,l) |l| pour tout v ∈ [0, 1] ; et

G∗±
l (uM , uMl

) = ±Kl∇α(u)l · ~nM,l |l|+ θ (h) pour tout u assez régulière

où |θ (h)| ≤ Ch, (C ∈ IR+ ne dépendant que de u).

Définition 3.3 (Volumes Finis) On dira qu’un schéma numérique pour le

problème (P2) est de type volumes finis, si les flux numériques approchés sont

conservatifs et consistants au sens des définitions 3.1 et 3.2.

De (3.2) on déduit trois familles de schémas de type volumes finis; l’un ex-

plicite les deux autres sont implicite et semi-implicite.

3.3.3 Schéma explicite

En utilisant dans (3.2) une approximation explicite pour les termes de con-

vection et de diffusion, on a :

pour i = 1, ..., Nx, j = 1, ..., Ny

un+1
ij = un

ij +
∆tn

Φij |Mij|
∑

l∈∂Mij

b(u)n
l

(−~ql · ~nMij ,l

) |l|

+
∆tn

Φij |Mij|
∑

l∈∂Mij\Γ
Kl∇α(u)n

l · ~nMij ,l |l|

où

b(u)n
l :=





b(un
Mij

) si ~ql · ~nMij ,l ≥ 0

b(un
M l

ij
) si ~ql · ~nMij ,l < 0
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avec M l
ij ∈ Σh tel que l = M l

ij∩Mij, sachant que b(un
M l

ij
) := b(u0) si l ∈ ∂Mij∩Γ1,

et ~ql · ~nMij ,l ≥ 0 si l ∈ ∂Mij ∩ (Γ2 ∪ Γ3), le terme de convection est approché

par un schéma de Godunov décentré amont (voir Godunov [ GOD76]), ce qui

assure la conservation et la consistance pour le terme de convection. Pour le

terme de diffusion on choisit une approximation d’ordre 1, avec Kl la moyenne

harmonique entre KMij
et KM l

ij
, c.à.d.

K−1
l :=

(
|Mij|K−1

Mij
+

∣∣M l
ij

∣∣ K−1
M l

ij

) (|Mij|+
∣∣M l

ij

∣∣)−1

et en utilisant div (~q) = 0, soit
∑

l∈∂Mij

(
~ql · ~nMij ,l

) |l| = 0, on a le schéma explicite

suivant :

pour i = 1, ..., Nx, j = 1, ..., Ny

un+1
ij = un

ij (3.4)

+
∆tn

Φij∆xi

[
K1

i+ 1
2
j

∆xi+ 1
2

(α(un
i+1j)− α(un

ij)) +
K1

i− 1
2
j

∆xi− 1
2

(α(un
i−1j)− α(un

ij))

]

+
∆tn

Φij∆yj

[
K2

ij+ 1
2

∆yj+ 1
2

(α(un
ij+1)− α(un

ij)) +
K2

ij− 1
2

∆yj− 1
2

(α(un
ij−1)− α(un

ij))

]

+
∆tn

Φij∆xi

[
(b(un

i+1j)− b(un
ij))(−qxi+ 1

2
j)

+ + (b(un
i−1j)− b(un

ij))(qxi− 1
2
j)

+
]

+
∆tn

Φij∆yj

[
(b(un

ij+1)− b(un
ij))(−qyij+ 1

2
)+ + (b(un

ij−1)− b(un
ij))(qyij− 1

2
)+

]

avec les conditions au bord suivantes :

(C.B)





α (un
i0) := α (un

i1) ; α(un
iNy+1) := α(un

iNy
)

α
(
un

0j

)
:= α

(
un

1j

)
; α

(
un

Nx+1j

)
:= α

(
un

Nxj

)

b (un
i0) := b(u0) si Mi1 ∩ Γ1 6= ∅, b (un

i1) si non

b(un
iNy+1) := b(u0) si MiNy ∩ Γ1 6= ∅, b(un

iNy
) si non

b
(
un

0j

)
:= b(u0) si M1j ∩ Γ1 6= ∅, b

(
un

1j

)
si non

b
(
un

Nx+1j

)
:= b(u0) si MNxj ∩ Γ1 6= ∅, b

(
un

Nxj

)
si non

(3.5)

Ici les flux numériques sont donnés par :
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pour M ∈ Σh

F ∗
l

(
un

M , un
Ml

)
:= b(un

Ml
) (−~ql · ~nM,l)

+ |l| − b(un
M) (−~ql · ~nM,l)

− |l|

G∗
l

(
un

M , un
Ml

)
:=

Kl |l|
δM,l

(
α

(
un

Ml

)− α (un
M)

)

ce qui montre la conservation des flux, la consistance est dûe au fait que les

approximations choisies sont d’ordre 1, et par suite le schéma explicite (3.4) est

de type volumes finis au sens de la définition 3.3.

3.3.4 Schéma implicite

En utilisant dans (3.2) une approximation implicite pour le terme de convec-

tion et de diffusion, on a

pour i = 1, ..., Nx, j = 1, ..., Ny

un+1
ij = un

ij +
∆tn

Φij |Mij|
∑

l∈∂Mij

b(u)n+1
l

(−~ql · ~nMij ,l

) |l|

+
∆tn

Φij |Mij|
∑

l∈∂Mij\Γ
Kl

(∇α(u)n+1
l · ~nMij ,l

) |l|

où :

b(u)n+1
l =





b(un+1
Mij

) si ~ql · ~nMij ,l ≥ 0

b(un+1
M l

ij
) si ~ql · ~nMij ,l < 0

avec M l
ij ∈ Σh tel que l = M l

ij ∩Mij. En utilisant div (~q) = 0, on a le schéma

implicite suivant :

pour i = 1, ..., Nx, j = 1, ..., Ny

un
ij = un+1

ij − ∆tn
Φij∆xi

[
K1

i+ 1
2
j

∆xi+ 1
2

(α(un+1
i+1j)− α(un+1

ij )) +
K1

i− 1
2
j

∆xi− 1
2

(α(un+1
i−1j)− α(un+1

ij ))

]

− ∆tn
Φij∆yj

[
K2

ij+ 1
2

∆yj+ 1
2

(α(un+1
ij+1)− α(un+1

ij )) +
K2

ij− 1
2

∆yj− 1
2

(α(un+1
ij−1)− α(un+1

ij ))

]

(3.6)

− ∆tn
Φij∆xi

[
(b(un+1

i+1j)− b(un+1
ij ))(−qxi+ 1

2
j)

+ + (b(un+1
i−1j)− b(un+1

ij ))(qxi− 1
2
j)

+
]

− ∆tn
Φij∆yj

[
(b(un+1

ij+1)− b(un+1
ij ))(−qyij+ 1

2
)+ + (b(un+1

ij−1)− b(un+1
ij ))(qyij− 1

2
)+

]
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avec les mêmes conditions au bord (3.5). Ici les flux numériques sont donnés

par : pour M ∈ Σh

F ∗
l

(
un+1

M , un+1
Ml

)
:= b(un+1

Ml
) (−~ql · ~nM,l)

+ |l| − b(un+1
M ) (−~ql · ~nM,l)

− |l|

G∗
l

(
un+1

M , un+1
Ml

)
:=

Kl |l|
δM,l

(
α

(
un+1

Ml

)− α
(
un+1

M

))

ce qui montre la conservation des flux, la consistance est dûe au fait que les

approximations choisies sont d’ordre 1, et par suite le schéma implicite (3.6) est

de type volumes finis au sens de la définition 3.3.

3.3.5 Schéma semi-implicite

En utilisant dans (3.2) une approximation explicite pour le terme de convec-

tion et une approximation implicite pour le terme de diffusion, on a :

un+1
ij = un

ij +
∆tn

Φij |Mij|
∑

l∈∂Mij

b(u)n
l

(−~ql · ~nMij ,l

) |l|

+
∆tn

Φij |Mij|
∑

l∈∂Mij\Γ
Kl

(∇α(u)n+1
l · ~nMij ,l

) |l|

pour i = 1, ..., Nx, j = 1, ..., Ny, où

b(u)n
l =





b(un
Mij

) si ~ql · ~nMij ,l ≥ 0

b(un
M l

ij
) si ~ql · ~nMij ,l < 0

avec M l
ij ∈ Σh tel que l = M l

ij ∩Mij. En utilisant div (~q) = 0, on a le schéma

semi-implicite suivant : pour i = 1, ..., Nx, j = 1, ..., Ny

un+1
ij − ∆tn

Φij∆xi

[
K1

i+ 1
2
j

∆xi+ 1
2

(α(un+1
i+1j)− α(un+1

ij )) +
K1

i− 1
2
j

∆xi− 1
2

(α(un+1
i−1j)− α(un+1

ij ))

]

− ∆tn
Φij∆yj

[
K2

ij+ 1
2

∆yj+ 1
2

(α(un+1
ij+1)− α(un+1

ij )) +
K2

ij− 1
2

∆yj− 1
2

(α(un+1
ij−1)− α(un+1

ij ))

]
(3.7)

= un
ij +

∆tn
Φij∆xi

[
(b(un

i+1j)− b(un
ij))(−qxi+ 1

2
j)

+ + (b(un
i−1j)− b(un

ij))(qxi− 1
2
j)

+
]

+
∆tn

Φij∆yj

[
(b(un

ij+1)− b(un
ij))(−qyij+ 1

2
)+ + (b(un

ij−1)− b(un
ij))(qyij− 1

2
)+

]
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avec les mêmes conditions au bord (3.5). Ici les flux numériques sont donnés

par : pour M ∈ Σh

F ∗
l

(
un

M , un
Ml

)
:= b(un

Ml
) (−~ql · ~nM,l)

+ |l| − b(un
M) (−~ql · ~nM,l)

− |l|

G∗
l

(
un+1

M , un+1
Ml

)
:=

Kl |l|
δM,l

(
α

(
un+1

Ml

)− α
(
un+1

M

))

ce qui montre la conservation des flux, la consistance est dûe au fait que les

approximations choisies sont d’ordre 1, et par suite le schéma semi-implicite

(3.7) est de type volumes finis au sens de la définition 3.3.

L’existence et l’unicité de solution pour les systèmes non linéaires (3.6) et

(3.7) seront établies dans la section 3.4.

3.4 Résultats de stabilité

Dans cette section, on présente des résultats de stabilité L∞ et des estimations

BV pour les schémas volumes finis introduits dans la section 3.3.

Définition 3.4 (Stabilité L∞) On dira que la solution approchée
(
un

ij

)
est L∞

stable sur Ω, si on a :

‖un‖∞ := sup
ij

∣∣un
ij

∣∣ ≤ C pour tout n = 1, ..., Nτ

Définition 3.5 (Stabilité BV ) On dira que la solution approchée
(
un

ij

)
est BV

stable sur Ω, si on a :

‖un‖BV (Ω) :=
∑
i,j

∣∣un
ij+1 − un

ij

∣∣ ∆xi +
∑
i,j

∣∣un
i+1j − un

ij

∣∣ ∆yj ≤ C

pour tout n = 1, ..., Nτ

Soient Cq et CK définies par :

Cq := sup
ij

h

Φij

(
(−qx

i+1
2 j

)++(qx
i− 1

2 j
)+

∆xi
+

(−qy
ij+1

2
)++(qy

ij− 1
2
)+

∆yj

)
≤ 4 ‖~q‖∞

Φ−
< ∞
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et

CK = sup
ij

h2

Φij

(
K1

i+1
2 j

∆xi∆x
i+1

2

+
K1

i− 1
2 j

∆xi∆x
i− 1

2

+
K2

ij+1
2

∆yj∆y
j+1

2

+
K2

ij− 1
2

∆yj∆y
j− 1

2

)
≤ 4K+

Φ−
< ∞

On introduit les conditions CFL suivantes :

CFL1 :=
∆t

h
Cq sup

0≤s≤1
b′(s) +

∆t

h2
CK sup

0≤s≤1
α′(s) ≤ 1 (3.8)

et

CFL2 :=
∆t

h
Cq sup

0≤s≤1
b′(s) ≤ 1 (3.9)

et on établit les résultats suivants :

3.4.1 Stabilité L∞

Proposition 3.6 Sous les hypothèses (H0)-(H8), (H11) et la condition CFL

(3.8), le schéma explicite (3.4)-(3.5) est L∞ stable. De plus, la solution ap-

prochée
(
un

ij

)
satisfait le principe du maximum discret suivant :

0 ≤ un
ij ≤ 1 pour tout Mij ∈ Σh et n = 1, .., Nτ (3.10)

Démonstration. Le schéma (3.4) peut s’écrire sous la forme

pour i = 1, ..., Nx, j = 1, ..., Ny

un+1
ij = un

ij (3.11)

− ∆tn
Φij∆xi

[
K1

i+ 1
2
j
an

i+ 1
2
j

∆xi+ 1
2

(
un+1

ij − un+1
i+1j

)
+

K1
i− 1

2
j
an

i− 1
2
j

∆xi− 1
2

(
un+1

ij − un+1
i−1j

)
]

− ∆tn
Φij∆yj

[
K2

ij+ 1
2

an
ij+ 1

2

∆yj+ 1
2

(
un+1

ij − un+1
ij+1

)
+

K2
ij− 1

2

an
ij− 1

2

∆yj− 1
2

(
un+1

ij − un+1
ij−1

)
]

+
∆tn

Φij∆xi

[
bn
i+ 1

2
j

(
un

i+1j − un
ij

)
(−qxi+ 1

2
j)

+ + bn
i− 1

2
j

(
un

i−1j − un
ij

)
(qxi− 1

2
j)

+
]

+
∆tn

Φij∆yj

[
bn
ij+ 1

2

(
un

ij+1 − un
ij

)
(−qyij+ 1

2
)+ + bn

ij− 1
2

(
un

ij−1 − un
ij

)
(qyij− 1

2
)+

]
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où

bn
i± 1

2
j
=

b(un
i±1j)− b(un

ij)

un
i±1j − un

ij

si un
i±1j 6= un

ij et bn
i± 1

2
j
= b′(un

ij) si non

bn
ij± 1

2
=

b(un
ij±1)− b(un

ij)

un
ij±1 − un

ij

si un
ij±1 6= un

ij et bn
ij± 1

2
= b′(un

ij) si non

an
i± 1

2
j
=

α(un
i±1j)− α(un

ij)

un
i±1j − un

ij

si un
i±1j 6= un

ij et an
i± 1

2
j
= α′(un

ij) si non

an
ij± 1

2
=

α(un
ij±1)− α(un

ij)

un
ij±1 − un

ij

si un
ij±1 6= un

ij et an
ij± 1

2
= α′(un

ij) si non

avec les conditions aux bords

an
1
2
j
:= an

i 1
2

:= an
Nx+ 1

2
j
:= an

iNy+ 1
2

:= 0

un
i0 :=





u0 si
(
xi, y 1

2

)
∈ Γ1

un
i1 si non

et un
iNy+1 :=





u0 si
(
xi, yNy+ 1

2

)
∈ Γ1

un
iNy

si non

un
0j :=





u0 si
(
x 1

2
, yj

)
∈ Γ1

un
1j si non

et un
Nx+1j :=





u0 si
(
xNx+ 1

2
, yj

)
∈ Γ1

un
Nxj si non

ainsi on a :

un+1
ij = un

ij

[
1− ∆tn

Φij

(
K1

i+1
2 j

an

i+1
2 j

∆xi∆x
i+1

2

+
K1

i− 1
2 j

an

i− 1
2 j

∆xi∆x
i− 1

2

+
K2

ij+1
2

an

ij+1
2

∆yj∆y
j+1

2

+
K2

ij− 1
2

an

ij− 1
2

∆yj∆y
j− 1

2

)

−∆tn
Φij

(
bn

i+1
2 j

(−qx
i+1

2 j
)+

∆xi
+

bn

i− 1
2 j

(qx
i− 1

2 j
)+

∆xi
+

bn

ij+1
2

(−qy
ij+1

2
)+

∆yj
+

bn

ij− 1
2

(qy
ij− 1

2
)+

∆yj

)]

+
∆tn
Φij

[
K1

i+1
2 j

an

i+1
2 j

∆xi∆x
i+1

2

un+1
i+1j +

K1

i− 1
2 j

an

i− 1
2 j

∆xi∆x
i− 1

2

un+1
i−1j +

K2

ij+1
2

an

ij+1
2

∆yj∆y
j+1

2

un+1
ij+1 +

K2

ij− 1
2

an

ij− 1
2

∆yj∆y
j− 1

2

un+1
ij−1

+
bn

i+1
2 j

(−qx
i+1

2 j
)+un

i+1j

∆xi
+

bn

i− 1
2 j

(qx
i− 1

2 j
)+un

i−1j

∆xi
+

bn

ij+1
2

(−qy
ij+1

2
)+un

ij+1

∆yj
+

bn

ij− 1
2

(qy
ij− 1

2
)+un

ij−1

∆yj

]

et en utilisant la condition CFL (3.8), on a par récurrence sur n :

0 ≤ un
ij ≤ 1 implique que 0 ≤ un+1

ij ≤ 1

d’où la stabilité L∞. Ceci termine la démonstration de la proposition 3.6.
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Proposition 3.7 Sous les hypothèses (H0)-(H8), (H11) et la condition CFL

(3.9), le schéma semi-implicite (3.7)-(3.5) est L∞ stable. De plus, la solution

approchée
(
un

ij

)
satisfait le principe du maximum discret suivant :

0 ≤ un
ij ≤ 1 pour tout Mij ∈ Σh et n = 1, .., Nτ (3.12)

on a les mêmes résultats pour le schéma (3.6)-(3.5), sans aucune condition CFL.

Démonstration. Pour des raisons de simplicité, on n’écrira la démonstration

que pour le schéma semi-implicite (3.7), qui peut s’écrire sous la forme

pour i = 1, ..., Nx, j = 1, ..., Ny

un+1
ij + ∆tn

Φij∆xi

[
K1

i+1
2 j

an+1

i+1
2 j

∆x
i+1

2

(un+1
ij − un+1

i+1j) +
K1

i− 1
2 j

an+1

i− 1
2 j

∆x
i− 1

2

(un+1
ij − un+1

i−1j)

]

+ ∆tn
Φij∆yj

[
K2

ij+1
2

an+1

ij+1
2

∆y
j+1

2

(un+1
ij − un+1

ij+1) +
K2

ij− 1
2

an+1

ij− 1
2

∆y
j− 1

2

(un+1
ij − un+1

ij−1)

]
(3.13)

= un
ij + ∆tn

Φij∆xi

[
bn
i+ 1

2
j
(un

i+1j − un
ij)(−qxi+ 1

2
j)

+ + bn
i− 1

2
j
(un

i−1j − un
ij)(qxi− 1

2
j)

+
]

+ ∆tn
Φij∆yj

[
bn
ij+ 1

2
(un

ij+1 − un
ij)(−qyij+ 1

2
)+ + bn

ij− 1
2
(un

ij−1 − un
ij)(qyij− 1

2
)+

]

On pose

Un =
[
un

00, v
n
11, ..., u

n
Nx1, u

n
12, ..., u

n
ij, ..., u

n
NxNy

]t

et

W n =
[
wn

00, w
n
11, ..., w

n
Nx1, w

n
12, ..., w

n
ij, ..., w

n
NxNy

]t

où les indices ij correspondent à la maille Mij, et soit :

wn
ij = un

ij + ∆tn
Φij∆xi

[
bn
i+ 1

2
j
(un

i+1j − un
ij)(−qxi+ 1

2
j)

+ + bn
i− 1

2
j
(un

i−1j − un
ij)(qxi− 1

2
j)

+
]

+ ∆tn
Φij∆yj

[
bn
ij+ 1

2
(un

ij+1 − un
ij)(−qyij+ 1

2
)+ + bn

ij− 1
2
(un

ij−1 − un
ij)(qyij− 1

2
)+

]

pour i = 1, ..., Nx, j = 1, ..., Ny et wn
00 := un

00 := u0, (condition au bord Γ1).

Le schéma (3.7) peut alors s’écrire comme limite des solutions des systèmes

d’équations suivants :
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D
([

Un+1
](k)

) [
Un+1

](k+1)
= W n avec

[
Un+1

](0)
= Un (3.14)

où D est une matrice bande d’ordre NxNy + 1, dont les éléments non nuls

s’écrivent sous la forme :

(D)0,0 := 1 et pour i = 1, ..., Nx, j = 1, ..., Ny

[
D

(
Un+1

)(k)
]

ij,ij
=1 + ∆tn

Φij∆xi

((
dn+1

i− 1
2
j

)(k)

+
(
dn+1

i+ 1
2
j

)(k)
)

+ ∆tn
Φij∆yj

((
dn+1

ij− 1
2

)(k)

+
(
dn+1

ij+ 1
2

)(k)
)

[
D

(
Un+1

)(k)
]

ij,i−1j
= −∆tn

Φij∆xi

(
dn+1

i− 1
2
j

)(k)

et
[
D

(
Un+1

)(k)
]

ij,i+1j
= −∆tn

Φij∆xi

(
dn+1

i+ 1
2
j

)(k)

[
D

(
Un+1

)(k)
]

ij,ij−1
= −∆tn

Φij∆yj

(
dn+1

ij− 1
2

)(k)

et
[
D

(
Un+1

)(k)
]

ij,ij+1
= −∆tn

Φij∆yj

(
dn+1

ij+ 1
2

)(k)

où

(
dn+1

i− 1
2
j

)(k)

:=
K1

i− 1
2 j

∆x
i− 1

2

(
an+1

i− 1
2
j

)(k)

pour i = 2, ..., Nx, j = 1, ..., Ny

(
dn+1

ij− 1
2

)(k)

:=
K2

ij− 1
2

∆y
j− 1

2

(
an+1

ij− 1
2

)(k)

pour i = 1, ..., Nx, j = 2, ..., Ny

et
(
dn+1

1
2
j

)(k)

:=
(
dn+1

Nx+ 1
2
j

)(k)

:=
(
dn+1

i 1
2

)(k)

:=
(
dn+1

iNy+ 1
2

)(k)

:= 0

Il est facile de voir que la matrice D est une matrice monotone, c.à.d. on a

(D−1)i,j ≥ 0, de plus (Di,i −
∑
i6=j

|Di,j|) ≥ 1, donc ‖D−1‖∞ ≤ 1, où ‖·‖∞ est la

norme matricielle l∞, ainsi ∀V ∈ [0, 1]NxNy+1, D−1V ∈ [0, 1]NxNy+1. Utilisons la

condition CFL (3.9) on a :

0 ≤ un
ij ≤ 1 pour i = 1, ..., Nx et j = 1, ..., Ny

implique que :

wn
ij = un

ij

[
1− ∆tn

Φij

(
bn

i+1
2 j

(−qx
i+1

2 j
)++bn

i− 1
2 j

(qx
i− 1

2 j
)+

∆xi
+

bn

ij+1
2

(−qy
ij+1

2
)++bn

ij− 1
2

(qy
ij− 1

2
)+

∆yj

)]

+ ∆tn
Φij

(
un

i+1jbn

i+1
2 j

(−qx
i+1

2 j
)++un

i−1jbn

i− 1
2 j

(qx
i− 1

2 j
)+

∆xi
+

un
ij+1bn

ij+1
2

(−qy
ij+1

2
)++un

ij−1bn

ij− 1
2

(qy
ij− 1

2
)+

∆yj

)

∈ [0, 1]
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donc par récurrence sur k et n on a : Un ∈ [0, 1]NxNy+1 implique que W n ∈
[0, 1]NxNy+1 et par suite [Un+1]

(k+1)
= D−1

(
[Un+1]

(k)
)

W n ∈ [0, 1]NxNy+1, ainsi

on a toutes les solutions des systèmes (3.14) satisfont le principe du maximum

discret (3.12).

Maintenant, on revient à l’existence et l’unicité de la solution du schéma

semi-implicite (3.7). On a la suite
(
[Un+1]

(k)
)

k∈IN
est bornée, donc on peut ex-

traire une sous suite convergente, notée aussi
(
[Un+1]

(k)
)

k∈IN
, telle que Un+1 :=

lim
k→∞

[Un+1]
(k) ∈ ([0, 1])NxNy+1, et d’après la continuité de l’application V 7−→

D (V ) [V ], la limite Un+1 est une solution de D (V ) [V ] = W n, ce qui est équivalent

à (3.7). La démonstration de l’unicité est analogue à celle du chapitre 2 (cf. propo-

sition 2.8). Ceci termine la démonstration de la proposition 3.7.

3.4.2 Estimation BV

Pour avoir une estimation BV forte et par suite une convergence forte dans

L1(Qτ ), comme dans le cas mono-dimensionnel, on a besoin des hypothèses

supplémentaires suivantes :

(H12) Φ(x, y) est constante p.p. dans Ω, pour simplifier on pose Φ ≡ 1.

(H13) qx(x, y) = q1(x) et qy(x, y) = q2(y), avec ∂q1

∂x
,∂q2

∂y
∈ L∞(Ω).

(H14) K(x, y) est un tenseur de la forme K(x, y) =

(
K1 (x) 0

0 K2 (y)

)
.

On retrouve ces hypothèses dans Saad & Zhang [ SAZ97] pour une équation

elliptique discrétisée par une méthode volume fini avec un maillage carré adap-

tatif. Pour un cas plus général, on peut avoir une estimation BV faible et par

suite une convergence forte dans L2(Qτ ), qui sera l’objet du chapitre 4 (voir aussi

[ AFI99]).
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Proposition 3.8 Sous les hypothèses (H0)-(H14), et la condition CFL (3.8)

[resp. (3.9)], pour le schéma explicite (3.4)-(3.5) [resp, semi-implicite (3.7)-

(3.5)], on a l’estimation BV suivante

‖un‖BV (Ω) :=
∑
i,j

∆yj

∣∣un
i+1j − un

ij

∣∣ +
∑
i,j

∆xi

∣∣un
ij+1 − un

ij

∣∣ ≤ C (3.15)

où C
(
τ, sup (b′) ,

∥∥∥∂q1

∂x

∥∥∥
∞

,
∥∥∥∂q2

∂y

∥∥∥
∞

, ‖u0‖BV (Ω)

)
est une constante indépendante

de h et ∆t. Le même résultat est valable pour le schéma implicite (3.6)-(3.5)

sans aucune condition CFL.

Démonstration. On se restreint au schéma semi-implicite (3.7), (la démonstration

est analogue pour le schéma explicite (3.4) et implicite (3.6)). De (3.7) on a :

pour i = 1, ..., Nx − 1, j = 1, ..., Ny − 1

(un+1
i+1j − un+1

ij )

(
1 +

∆tnK1

i+1
2

an+1

i+1
2 j

∆xi∆x
i+1

2

+
∆tnK1

i+1
2

an+1

i+1
2 j

∆xi+1∆x
i+1

2

)

− (un+1
ij − un+1

i−1j)
∆tnK1

i− 1
2

an+1

i− 1
2 j

∆xi∆x
i− 1

2

− (un+1
i+2j − un+1

i+1j)
∆tnK1

i+3
2

an

i+3
2 j

∆xi+1∆x
i+3

2

− (α(un+1
ij )− α(un+1

ij+1))
∆tnK2

j+1
2

∆yj∆y
j+1

2

− (α(un+1
ij )− α(un+1

ij−1))
∆tnK2

j− 1
2

∆yj∆y
j− 1

2

+ (α(un+1
i+1j)− α(un+1

i+1j+1))
∆tnK2

j+1
2

∆yj∆y
j+1

2

+ (α(un+1
i+1j)− α(un+1

i+1j−1))
∆tnK2

j− 1
2

∆yj∆y
j− 1

2

= (un
i+1j − un

ij)

(
1−

∆tnbn

i+1
2 j

(−q1

i+1
2

)+

∆xi
−

∆tnbn

i+1
2 j

(q1

i+1
2

)+

∆xi+1

)

+ (un
ij − un

i−1j)
∆tnbn

i− 1
2 j

(q1

i− 1
2

)+

∆xi
+ (un

i+2j − un
i+1j)

∆tnbn

i+3
2 j

(−q1

i+3
2

)+

∆xi+1

+ (b(un
ij)− b(un

ij+1))
∆tn(−q2

j+1
2

)+

∆yj
+ (b(un

ij)− b(un
ij−1))

∆tn(q2

j− 1
2

)+

∆yj

+ (b(un
i+1j+1)− b(un

i+1j))
∆tn(−q2

j+1
2

)+

∆yj
+ (b(un

i+1j−1)− b(un
i+1j))

∆tn(q2

j− 1
2

)+

∆yj

soit encore

(
un+1

i+1j − un+1
ij

) (
1 + ∆tn

(
K1

i+1
2

an+1

i+1
2 j

∆xi+1∆x
i+1

2

+
K1

i+1
2

an+1

i+1
2 j

∆xi∆x
i+1

2

+
K2

j+1
2

an+1

i+1
2 j

∆yj∆y
j+1

2

+
K2

j− 1
2

an+1

i+1
2 j

∆yj∆y
j− 1

2

))
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= ∆tn

(
(un+1

ij − un+1
i−1j)

K1

i− 1
2

an+1

i− 1
2 j

∆xi∆x
i− 1

2

+ (un+1
i+2j − un+1

i+1j)
K1

i+3
2

an+1

i+3
2 j

∆xi+1∆x
i+3

2

+(un+1
i+1j+1 − un+1

ij+1)
K2

j+1
2

an+1

i+1
2 j+1

∆yj∆y
j+1

2

+ (un+1
i+1j−1 − un+1

ij−1)
K2

j− 1
2

an+1

i+1
2 j−1

∆yj∆y
j− 1

2

)

+ (un
i+1j − un

ij)

(
1−∆tnbn

i+ 1
2
j

(
(−q1

i+1
2

)+

∆xi
+

(q1

i+1
2

)+

∆xi+1
+

(−q2

j+1
2

)+

∆yj
+

(q2

j− 1
2

)+

∆yj

))

+ ∆tn

(
(un

i+2j − un
i+1j)

bn

i+3
2 j

(−q1

i+3
2

)+

∆xi+1
+ (un

ij − un
i−1j)

bn

i− 1
2 j

(q1

i− 1
2

)+

∆xi

+(un
i+1j+1 − un

ij+1)
bn

i+1
2 j+1

(−q2

j+1
2

)+

∆yj
+ (un

i+1j−1 − un
ij−1)

bn

i+1
2 j−1

(q2

j− 1
2

)+

∆yj

)

En utilisant la condition CFL (3.9) on a :

∣∣un+1
i+1j − un+1

ij

∣∣
(

1 + ∆tn

(
K1

i+1
2

an+1

i+1
2 j

∆xi+1∆x
i+1

2

+
K1

i+1
2

an+1

i+1
2 j

∆xi∆x
i+1

2

+
K2

j+1
2

an+1

i+1
2 j

∆yj∆y
j+1

2

+
K2

j− 1
2

an+1

i+1
2 j

∆yj∆y
j− 1

2

))

≤ ∆tn

(∣∣un+1
ij − un+1

i−1j

∣∣ K1

i− 1
2

an+1

i− 1
2 j

∆xi∆x
i− 1

2

+
∣∣un+1

i+2j − un+1
i+1j

∣∣ K1

i+3
2

an+1

i+3
2 j

∆xi+1∆x
i+3

2

+
∣∣un+1

i+1j+1 − un+1
ij+1

∣∣ K2

j+1
2

an+1

i+1
2 j+1

∆yj∆y
j+1

2

+
∣∣un+1

i+1j−1 − un+1
ij−1

∣∣ K2

j− 1
2

an+1

i+1
2 j−1

∆yj∆y
j− 1

2

)

+
∣∣un

i+1j − un
ij

∣∣
(

1−∆tnb
n
i+ 1

2
j

(
(−q1

i+1
2

)+

∆xi
+

(q1

i+1
2

)+

∆xi+1
+

(−q2

j+1
2

)+

∆yj
+

(q2

j− 1
2

)+

∆yj

))

+ ∆tn

(∣∣un
i+2j − un

i+1j

∣∣ bn

i+3
2 j

(−q1

i+3
2

)+

∆xi+1
+

∣∣un
ij − un

i−1j

∣∣ bn

i− 1
2 j

(q1

i− 1
2

)+

∆xi

+
∣∣un

i+1j+1 − un
ij+1

∣∣ bn

i+1
2 j+1

(−q2

j+1
2

)+

∆yj
+

∣∣un
i+1j−1 − un

ij−1

∣∣ bn

i+1
2 j−1

(q2

j− 1
2

)+

∆yj

)

et par prolongement de un
ij par 0 à l’extérieur de Ω̄, on obtient en sommant sur

i et j :

∑
ij∈ZZ

∣∣un+1
i+1j − un+1

ij

∣∣ ∆yj

(
1 + ∆tn

(
K1

i+1
2

an+1

i+1
2 j

∆xi+1∆x
i+1

2

+
K1

i+1
2

an+1

i+1
2 j

∆xi∆x
i+1

2

+
K2

j+1
2

an+1

i+1
2 j

∆yj∆y
j+1

2

+
K2

j− 1
2

an+1

i+1
2 j

∆yj∆y
j− 1

2

))
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≤ ∆tn

(∑
ij∈ZZ

∣∣un+1
i+1j − un+1

ij

∣∣ ∆yj

K1

i+1
2

an+1

i+1
2 j

∆xi+1∆x
i+1

2

+
∑
ij∈ZZ

∣∣un+1
i+1j − un+1

ij

∣∣ ∆yj

K1

i+1
2

an+1

i+1
2 j

∆xi∆x
i+1

2

+
∑
ij∈ZZ

∣∣un+1
i+1j − un+1

ij

∣∣ K2

j− 1
2

an+1

i+1
2 j

∆y
j− 1

2

+
∑
ij∈ZZ

∣∣un+1
i+1j − un+1

ij

∣∣ K2

j+1
2

an+1

i+1
2 j

∆y
j+1

2

)

+
∑
ij∈ZZ

∣∣un
i+1j − un

ij

∣∣ ∆yj

(
1−∆tnbn

i+ 1
2
j

(
(−q1

i+1
2

)+

∆xi
+

(q1

i+1
2

)+

∆xi+1
+

(−q2

j+1
2

)+

∆yj
+

(q2

j− 1
2

)+

∆yj

))

+ ∆tn

(∑
ij∈ZZ

∣∣un
i+1j − un

ij

∣∣ ∆yj

bn

i+1
2 j

(−q1

i+1
2

)+

∆xi
+

∑
ij∈ZZ

∣∣un
i+1j − un

ij

∣∣ ∆yj

bn

i+1
2 j

(q1

i+1
2

)+

∆xi+1

+
∑
ij∈ZZ

∣∣un
i+1j − un

ij

∣∣ bn
i+ 1

2
j
(−q2

j− 1
2
)+ +

∑
ij∈ZZ

∣∣un
i+1j − un

ij

∣∣ bn
i+ 1

2
j
(q2

j+ 1
2
)+

)

ainsi on a l’estimation suivante :

∑
ij∈ZZ

∣∣un+1
i+1j − un+1

ij

∣∣ ∆yj ≤
∑
ij∈ZZ

(
1 + ∆tn sup (b′)

����q2

j+1
2

−q2

j− 1
2

����
∆yj

)
∣∣un

i+1j − un
ij

∣∣ ∆yj

on établira de même que

∑
ij∈ZZ

∣∣un+1
ij+1 − un+1

ij

∣∣ ∆xi ≤
∑
ij∈ZZ

(
1 + ∆tn sup (b′)

����q1

i+1
2

−q1

i− 1
2

����
∆xi

)
∣∣un

ij+1 − un
ij

∣∣ ∆xi

et par suite

∥∥un+1
∥∥

BV (Ω)
:=

∑
ij

∣∣un+1
ij+1 − un+1

ij

∣∣ ∆xi +
∑
ij

∣∣un+1
i+1j − un+1

ij

∣∣ ∆yj

≤ ‖un‖BV (Ω) (1 + c∆t) ≤ ∥∥u0
∥∥

BV (Ω)
exp (cτ)

où

c := sup (b′) max

(∥∥∥∥
∂q1

∂x

∥∥∥∥
∞

,

∥∥∥∥
∂q2

∂y

∥∥∥∥
∞

)
< ∞

Ceci termine la démonstration de la proposition 3.8.



86 Convergence dans le cas 2-D pour un maillage rectangulaire

3.5 Résultat de convergence

Lemme 3.9 Sous les hypothèses (H0)-(H11), et la condition CFL (3.8) [resp.

(3.9)] pour le schéma explicite (3.4)-(3.5) [resp. semi-implicite (3.7)-(3.5)], on

a l’estimation suivante :
∥∥un+1 − un

∥∥
L1(Ω)

:=
∑
i,j

∆xi∆yj

∣∣un+1
i,j − un

i,j

∣∣ ≤ C∆t (3.16)

où C
(

1
Φ−

, sup(b′), ‖~q‖∞ , ‖u0‖BV (Ω) , ‖K∇α (u0)‖B(I×J)

)
est une constante indépendante

de h et ∆t, le même résultat est valable pour le schéma implicite (3.6)-(3.5) sans

aucune condition CFL.

Démonstration. Pour simplifier, on présentera simplement la démonstration

pour le schéma explicite. Les mêmes résultats restent valables pour les schémas

implicite et semi-implicite.

Du schéma (3.4) on a, pour i = 1, ..., Nx, j = 1, ..., Ny

Φij

(
un+1

ij − un
ij

)

∆tn
=

vn
ij

∆xi

+
wn

ij

∆yj

+ rn
ij (3.17)

où vn
ij, wn

ij et rn
ij sont définies par

vn
ij :=

[
K1

i+ 1
2
j

∆xi+ 1
2

(α(un
i+1j)− α(un

ij))−
K1

i− 1
2
j

∆xi− 1
2

(α(un
ij)− α(un

i−1j))

]

wn
ij :=

[
K2

ij+ 1
2

∆yj+ 1
2

(α(un
ij+1)− α(un

ij))−
K2

ij− 1
2

∆yj− 1
2

(α(un
ij)− α(un

ij−1))

]

rn
ij :=

1

∆xi

[
(b(un

i+1j)− b(un
ij))(−qxi+ 1

2
j)

+ − (b(un
ij)− b(un

i−1j))(qxi− 1
2
j)

+
]

+
1

∆yj

[
(b(un

ij+1)− b(un
ij))(−qyij+ 1

2
)+ − (b(un

ij)− b(un
ij−1))(qyij− 1

2
)+

]

ainsi on a

vn+1
ij − vn

ij = +
K1

i+ 1
2
j
a

n+ 1
2

i+1j

∆xi+ 1
2

(un+1
i+1j − un

i+1j)−
K1

i− 1
2
j
a

n+ 1
2

ij

∆xi− 1
2

(un+1
ij − un

ij)

−
K1

i+ 1
2
j
a

n+ 1
2

ij

∆xi+ 1
2

(un+1
ij − un

ij) +
K1

i− 1
2
j
a

n+ 1
2

i−1j

∆xi− 1
2

(un+1
i−1j − un

i−1j)
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wn+1
ij − wn

ij = +
K2

ij+ 1
2

a
n+ 1

2
ij+1

∆yj+ 1
2

(un+1
ij+1 − un

ij+1)−
K2

ij− 1
2

a
n+ 1

2
ij

∆yj− 1
2

(un+1
ij − un

ij)

−
K2

ij+ 1
2

a
n+ 1

2
ij

∆yj+ 1
2

(un+1
ij − un

ij)−
K2

ij− 1
2

a
n+ 1

2
ij−1

∆yj− 1
2

(un+1
ij−1 − un

ij−1)

où a
n+ 1

2
ij :=

α(un+1
ij )−α(un

ij)

un+1
ij −un

ij

si un+1
ij 6= un

ij et a
n+ 1

2
ij := α′(un

ij) si un+1
ij = un

ij, et en

utilisant (3.17) on a

∆yjv
n+1
ij = ∆yjv

n
ij


1−

∆tnK1

i+1
2 j

a
n+1

2
ij

Φij∆x
i+1

2
∆xi

−
∆tnK1

i− 1
2 j

a
n+1

2
ij

Φij∆x
i− 1

2
∆xi




−

∆tnK1

i+1
2 j

a
n+1

2
ij

Φij∆x
i+1

2

+
∆tnK1

i− 1
2 j

a
n+1

2
ij

Φij∆x
i− 1

2


 (wn

ij + ∆yjr
n
ij)

+
∆tnK1

i+1
2 j

a
n+1

2
i+1j

Φi+1j∆x
i+1

2

(
∆yjv

n
i+1j

∆xi+1

+ wn
i+1j + ∆yjr

n
i+1j

)

+
∆tnK1

i− 1
2 j

a
n+1

2
i−1j

Φi−1j∆x
i− 1

2

(
∆yjv

n
i−1j

∆xi−1

+ wn
i−1j + ∆yjr

n
i−1j

)

et

∆xiw
n+1
ij = ∆xiw

n
ij


1−

∆tnK2

ij+1
2

a
n+1

2
ij

Φij∆y
j+1

2
∆yj

−
∆tnK2

ij− 1
2

a
n+1

2
ij

Φij∆y
j− 1

2
∆yj




−

∆tnK2

ij+1
2

a
n+1

2
ij

Φij∆y
j+1

2

+
∆tnK2

ij− 1
2

a
n+1

2
ij

Φij∆y
j− 1

2


 (vn

ij + ∆xir
n
ij)

+
∆tnK2

ij+1
2

a
n+1

2
ij+1

Φij+1∆y
j+1

2

(
vn

ij+1 +
∆xiw

n
ij+1

∆yj+1

+ ∆xir
n
ij+1

)

+
∆tnK2

ij− 1
2

a
n+1

2
ij−1

Φij−1∆y
j− 1

2

(
vn

ij−1 +
∆xiw

n
ij−1

∆yj−1

+ ∆xir
n
ij−1

)

de même pour les rn
ij on a
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rn+1
ij =

rn
ij

(
1−∆tnb

n+1
2

ij (qx
i− 1

2 j
)+

Φij∆xi
−∆tnb

n+1
2

ij (qy
ij− 1

2
)+

Φij∆yj
−∆tnb

n+1
2

ij (−qx
i+1

2 j
)+

Φij∆xi
−∆tnb

n+1
2

ij (−qy
ij+1

2
)+

Φij∆yj

)

+
∆tnb

n+1
2

i+1j (−qx
i+1

2 j
)+

Φi+1j∆xi
(

vn
i+1j

∆xi+1

+
wn

i+1j

∆yj

+rn
i+1j)+

∆tnb
n+1

2
i−1j (qx

i− 1
2 j

)+

Φi−1j∆xi
(

vn
i−1j

∆xi−1

+
wn

i−1j

∆yj

+rn
i−1j)

+
∆tnb

n+1
2

ij+1 (−qy
ij+1

2
)+

Φij+1∆yj
(
vn

ij+1

∆xi

+
wn

ij+1

∆yj+1

+rn
ij+1)+

∆tnb
n+1

2
ij−1 (qy

ij− 1
2
)+

Φij−1∆yj
(
vn

ij−1

∆xi

+
wn

ij−1

∆yj−1

+rn
ij−1)

−(
∆tnb

n+1
2

ij (qx
i− 1

2 j
)+

Φij∆xi
+

∆tnb
n+1

2
ij (qy

ij− 1
2
)+

Φij∆yj
+

∆tnb
n+1

2
ij (−qx

i+1
2 j

)+

Φij∆xi
+

∆tnb
n+1

2
ij (−qy

ij+1
2
)+

Φij∆yj
)(

vn
ij

∆xi

+
wn

ij

∆yj

)

où b
n+ 1

2
ij :=

b(un+1
ij )−b(un

ij)

un+1
ij −un

ij

si un+1
ij 6= un

ij et b
n+ 1

2
ij := b′(un

ij) si un+1
ij = un

ij. Soit donc

(
∆yjv

n+1
ij +∆xiw

n+1
ij +∆xi∆yjr

n+1
ij

)
=

(
∆yjv

n
ij+∆xiw

n
ij+∆xi∆yjr

n
ij

)×
(

1−∆tnb
n+1

2
ij (qx

i− 1
2 j

)+

Φij∆xi
−∆tnb

n+1
2

ij (qy
ij− 1

2
)+

Φij∆yj
−∆tnb

n+1
2

ij (−qx
i+1

2 j
)+

Φij∆xi
−∆tnb

n+1
2

ij (−qy
ij+1

2
)+

Φij∆yj

−
∆tnK1

i+1
2 j

a
n+1

2
ij

Φij∆x
i+1

2
∆xi

−
∆tnK1

i− 1
2 j

a
n+1

2
ij

Φij∆x
i− 1

2
∆xi

−
∆tnK2

ij+1
2

a
n+1

2
ij

Φij∆y
j+1

2
∆yj

−
∆tnK2

ij− 1
2

a
n+1

2
ij

Φij∆y
j− 1

2
∆yj




+


 ∆tnK1

i+1
2 j

a
n+1

2
i+1j

Φi+1j∆x
i+1

2
∆xi+1

+
∆tnb

n+1
2

i+1j (−qx
i+1

2 j
)+

Φi+1j∆xi+1


 (∆yjv

n
i+1j+∆xi+1w

n
i+1j+∆xi+1∆yjr

n
i+1j)

+


 ∆tnK1

i− 1
2 j

a
n+1

2
i−1j

Φi−1j∆x
i− 1

2
∆xi−1

+
∆tnb

n+1
2

i−1j (qx
i− 1

2 j
)+

Φi−1j∆xi−1


 (∆yjv

n
i−1j+∆xi−1w

n
i−1j+∆xi−1∆yjr

n
i−1j)

+


 ∆tnK2

ij+1
2

a
n+1

2
ij+1

Φij+1∆y
j+1

2
∆yj+1

+
∆tnb

n+1
2

ij+1 (−qy
ij+1

2
)+

Φij+1∆yj+1


 (∆yj+1v

n
ij+1+∆xiw

n
ij+1+∆xi∆yj+1r

n
ij+1)

+


 ∆tnK2

ij− 1
2

a
n+1

2
ij−1

Φij−1∆y
j− 1

2
∆yj−1

+
∆tnb

n+1
2

ij−1 (qy
ij− 1

2
)+

Φij−1∆yj−1


 (∆yj−1v

n
ij−1+∆xiw

n
ij−1+∆xi∆yj−1r

n
ij−1)
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d’où en utilisant la condition CFL (3.8) on en déduit que

∑
i,j

Φij
∆xi∆yj

∆tn

∣∣un+1
i,j − un

i,j

∣∣ =
∑
i,j

∣∣∆yjv
n
ij + ∆xiw

n
ij + ∆xi∆yjr

n
ij

∣∣

est décroissante, et finalement on a

∑
i,j

Φij
∆xi∆yj

∆tn

∣∣un+1
i,j − un

i,j

∣∣

≤
∑
ij

∣∣∆yjv
0
ij + ∆xiw

0
ij

∣∣ +
∑
ij

∆xi∆yj

∣∣r0
ij

∣∣

≤
∥∥K∇α

(
u0

)∥∥
B(I×J)

+ 2 sup(b′) ‖~q‖∞
∥∥u0

∥∥
BV (Ω)

soit

∑
i,j

∆xi∆yj

∆tn

∣∣un+1
i,j − un

i,j

∣∣ ≤ C

où

C := 1
Φ−

(∥∥K∇α
(
u0

)∥∥
B(I×J)

+ 2 sup(b′) ‖~q‖∞
∥∥u0

∥∥
BV (Ω)

)

ceci complète la démonstration du lemme 3.9.

Remarque 3.10 Le lemme 3.9 exprime la L1 continuité en temps de la

solution approchée.

Corollaire 3.11 Si de plus on a les hypothèses (H12)-(H14) alors on a pour

la semi-norme discrète suivante :

‖div (K∇α (un))‖∗L1(Ω) :=
∑
ij

∆xi∆yj

∣∣∣∣
vn

ij

∆xi

+
wn

ij

∆yj

∣∣∣∣ ≤ C (3.18)
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Démonstration. En effet on a :

∑
ij

∆xi∆yj

∣∣∣∣
vn

ij

∆xi

+
wn

ij

∆yj

∣∣∣∣

≤
∑
i,j

∆xi∆yj

∆tn

∣∣un+1
i,j − un

i,j

∣∣ +
∑
ij

∆xi∆yj

∣∣rn
ij

∣∣

≤ 1
Φ−

(∥∥K∇α
(
u0

)∥∥
B(I×J)

+ 2 sup(b′) ‖~q‖∞
∥∥u0

∥∥
BV (Ω)

)

+ 2 sup(b′) ‖~q‖∞ exp(cτ)
∥∥u0

∥∥
BV (Ω)

soit donc

∑
ij

∆xi∆yj

∣∣∣∣
vn

ij

∆xi

+
wn

ij

∆yj

∣∣∣∣ ≤ C

où

C := 1
Φ−

∥∥K∇α
(
u0

)∥∥
B(I×J)

+ 2
(

1
Φ−

+ exp(cτ)
)

sup(b′) ‖~q‖∞
∥∥u0

∥∥
BV (Ω)

Ceci termine la démonstration du corollaire 3.11.

Introduisons maintenant la solution faible u pour le problème homogène

associé à (P2), pour u|Γ1 = 0, soit :





u : ]0, τ [ −→ W0; 0 ≤ u(x, y, t) ≤ 1 p.p. dans Qτ (i)

ut ∈ L2(0, τ ; W
′
) et α(u) ∈ L2(0, τ ; W ) (ii)∫∫∫

Qτ
[Φuvt + (b(u)~q −K∇α(u)) · ∇v] dxdydt

+
∫∫

Ω
Φu0v (x, y, 0) dxdy = 0 ∀v ∈ V (iii)

(3.19)

où les espaces fonctionnels W , W0 et V sont définis par :

W =
{
w ∈ H1 (Ω) ; w = 0 sur Γ3

}

W0 =
{
u ∈ L2 (Ω) ; α (u) ∈ W ; α (u) = 0 sur Γ1

}

V =
{
v ∈ C1(0, τ ; C2(Ω̄)); v(., τ) ≡ 0 et v|Γ1∪Γ3 = 0

}
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Le problème non homogène sera étudié dans la Remarque 3.13.

Les données du problème sont supposées assez régulières pour garantir l’existence

et l’unicité de la solution faible du problème. Pour plus de détails, on se réfère

à [ CHJ86, GAM96, JIN90]. On définit l’approximation uh par uh (x, y, t) := un
ij

pour tout (x, y, t) ∈ Mij × [tn, tn+1[, nous avons ainsi le résultat suivant :

Théorème 3.12 Sous les hypothèses (H0)-(H14), et la condition CFL (3.8)

[resp. (3.9)], l’approximation uh donnée par le schéma explicite (3.4)-(3.5) [resp.

semi-implicite (3.7)-(3.5)], converge vers u dans L1(Qτ ) quand h et ∆t tendent

vers zéro. Le même résultat est valable pour le schéma implicite (3.6)-(3.5) sans

aucune condition CFL.

Démonstration. Des propositions 3.6, 3.7, 3.8 et du lemme 3.9 (uh) est

bornée dans L∞ (Qτ ) ∩ BV (Qτ ) ⊂> L1 (Qτ ) avec injection compacte . On

peut ainsi extraire une sous-suite encore notée (uh), telle que

uh −→ u∗ dans L1 (Qτ ) (3.20)

quand h et ∆t tendent vers 0, où la limite u∗ ∈ L∞ (Qτ )∩BV (Qτ ) (voir Evans

& Gariepy [ EVG92] p. 176).

On pose ũh := uh dans Qτ et ũh := 0 dans (IR2 × IR+) \Qτ , on peut aussi

extraire une sous-suite, encore notée ũh, telle que

ũh −→ ũ∗ dans L1
loc(IR

2 × IR+)

et u∗ = ũ∗|Qτ ∈ L1(0, τ ; H1
Γ1∪Γ3

(Ω))

où H1
Γ1∪Γ3

(Ω) = {w ∈ H1 (Ω) ; w = 0 sur Γ1 ∪ Γ3}, d’où

uh −→ u∗ sur L1(Qτ ) et u∗ ∈ L1(0, τ ; W0)

A ce stade, on conclut que u∗ vérifie (3.19)-(i) , (ii). Il reste à montrer que

u∗ satisfait (3.19)-(iii). Pour cela, soit v ∈ V une fonction test et notons par
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vn
M = v (xi, yj, tn). En multipliant par |M |

∆tn
vn

MΦM le schéma (3.4), et en sommant

sur i, j et n, on obtient :

∑
n,M

∆tn |M | vn
MΦM

un+1
M − un

M

∆tn
+

∑
n,M

∆tvn
M

∑

l∈∂M

b(u)n
l (~ql · ~nM,l) |l|

=
∑
n,M

∆tvn
M

∑

l∈∂M\Γ

(
α(un

Ml
)− α(un

M)
) Kl

δM,l

(3.21)

On transforme cette sommation (3.21) sous la forme suivante :

−
∑
M

|M | v0
MΦMu0

M +
∑
n,M

∆tn |M |ΦMun+1
M

vn
M − vn+1

M

∆tn

+
∑
n,M

∆tvn
M

∑

l∈∂M

b(u)n
l (~ql · ~nM,l) |l|

=
∑
n,M

∆tvn
M

∑

l∈∂M\Γ

(
α(un

Ml
)− α(un

M)
) Kl

δM,l

(3.22)

Prenons en considération les hypothèses sur les données et utilisons le théorème

Lebesgue, quand h et ∆t tendent vers 0, il suit que

−
∑
M

|M | v0
MΦMu0

M −→ −
∫∫

Ω

Φu0vdxdy

∑
n,M

∆tn |M |ΦMun+1
M

vn
M − vn+1

M

∆tn
−→ −

∫∫∫

Ωτ

Φu∗vtdtdxdy

de même

∑
n,M

∆tvn
M

∑

l∈∂M

b(u)n
l (~ql · ~nM,l) |l| =

∑
n,M

∆tvn
M

∑

l∈∂M

(b(u)n
l − b(un

M)) (~ql · ~nM,l) |l|

=
∑
n,M

∆tn
∑

l∈∂M

[(b(u)n
l − b(un

M)) (~ql · ~nM,l) |l| (vn
M − vn

l )− vn
l b(un

M) (~ql · ~nM,l) |l|]

= R−
∑
n,M

∆tb(un
M)

∑

l∈∂M

∫

l

vn
l (~ql · ~nM,l) ds



3.5 Résultat de convergence 93

où

|R| ≤
∑
n,M

∆tn
∑

l∈∂M

|b(u)n
l − b(un

M)| |~ql · ~nM,l| |l| |vn
M − vn

l |

et par suite, d’après la proposition 3.8 on a

|R| ≤ c(v)h
∑

n

∆tn
∑

l

∣∣b(un
Ml

)− b(un
M)

∣∣ |~ql · ~nM,l| |l|

≤ c(v)h sup (b′) ‖~q‖∞ Cτ −→ 0

de plus on a

−
∑
n,M

∆tb(un
M)

∑

l∈∂M

∫

l

vn
l (~ql · ~nM,l) ds = −

∑
n,M

∆tn

∫

M

b(un
M)div(vn~ql)dxdy

= −
∑
n,M

∆tn

∫

M

b(un
M) (~ql · ∇vn) dxdy

−→ −
∫∫∫

Ωτ

b(u∗) (~q · ∇v) dtdxdy

ainsi

∑
n,M

∆tvn
M

∑

l∈∂M

b(u)k
l ~q

n
l · ~nM,l |l| −→ −

∫∫∫

Ωτ

b(u∗)~q · ∇vdtdxdy

il reste le dernier terme de (3.22) qui peut s’écrire sous la forme

−
∑
n,M

∆tα(un
M)

∑

l∈∂M\Γ
Kl

(
vn

Ml
− vn

M

)

δ (M, Ml)

= −
∑
n,M

∆tα(un
M)

∑

l∈∂M\Γ
Kl∇vn

l · ~nM,l |l|

ainsi
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−
∑
n,M

∆tα(un
M)

∑

l∈∂M\Γ
Kl∇vn

l · ~nM,l |l|

=
∑
n,M

∆tα(un
M)

∑

l∈∂M∩Γ

Kl∇vn
l · ~nM,l |l| −

∑
n,M

∆tα(un
M)

∑

l∈∂M

Kl∇vn
l · ~nM,l |l|

−→
∫ τ

0

∫

Γ

α(u∗) (K (x)∇v) · ~ndsdt−
∫∫∫

Ωτ

α(u∗)div (K (x)∇v) dtdxdy

=

∫∫∫

Ωτ

K (x)∇α(u∗) · ∇vdtdxdy

Finalement, passons à la limite dans (3.22) il vient que

∫∫∫

Ωτ

[Φu∗vt + (b(u∗)~q −K∇α(u∗)) · ∇v] dtdxdy +

∫∫

Ω

Φu0v (x, 0) dxdy = 0

D’où u∗ est la solution faible du problème (3.19) lequel admet une unique solu-

tion u. Donc la suite (uh) converge vers u.

Remarque 3.13 (Problème non homogène). Soit Ũ la solution du problème

suivant : 



Ũ ∈ H1 (Ω)

−div
(
K(x)∇Ũ

)
= 0 dans Ω

Ũ |Γ1 = α (u0) , K∇Ũ · ~n|Γ2 = 0 et Ũ |Γ3 = 0

et

Ũh =

{
ŨM := 1

|M |
∫

M
Ũ (x) dx dans M ∈ Σh

Ũl := 1
|l|

∫
l
Ũ (s) ds sur l ∈ Γ

D’après le lemme 2 de Eymard & al. [ EGH99] basé sur l’inégalité de trace,

on a l’estimation suivante :

∑

l∈£h

(
ŨMl

− ŨM

)2

+
∑

l∈Γ

(
ŨMl

− Ũl

)2

≤ C
∥∥∥Ũ

∥∥∥
2

H1(Ω)

Et par suite pour le problème non homogène (P2), on pose ũh := uh − α−1
(
Ũh

)

dans Qτ et ũh := 0 dans (IR2 × IR+) \Qτ , ainsi la démonstration du théorème 3.12

précédent reste valable pour ũh.
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3.6 Conclusion

Le but de ce chapitre était de développer des schémas volumes finis avec

des maillages rectangulaires, pour une équation non linéaire bi-dimensionnelle

de convection-diffusion dégénérée. Nous avons traité et analysé trois familles de

tels schémas. Après avoir établi que les schémas sont L∞, BV stables, sous les

conditions CFL appropriées et satisfont le principe du maximum discret, nous

avons obtenu des résultats de convergence vers la solution faible du problème.

Pour avoir une estimation BV forte, et par suite une convergence forte dans

L1 (Qτ ), comme dans le cas mono-dimensionnel, on est amené à faire des hy-

pothèses supplémentaires sur les données. Les techniques de démonstration in-

troduite ici s’étendent aux problèmes à domaine non bornés, vue que les istima-

tions obtenus ne dépendent pas de la mesure de Ω.

L’extension de la présente technique au problème tri-dimensionnel avec un

maillage formé de parallélépipède est immédiate.





Chapitre 4

Convergence pour des maillages

non-structurés dans le cas

multi-dimensionnel

4.1 Introduction

O
n s’intéresse dans ce chapitre, aux schémas volumes finis pour des mail-

lages non structurés, associés au problème de convection-diffusion non-

linéaire dégénéré, vu au chapitre 1, de la forme :

(Pd)





0 ≤ u(x, t) ≤ 1 dans Qτ

Φ (x)
∂u

∂t
+ div (b(u)~q)− div (K (x)∇α(u)) = 0 dans Qτ

u|Γ1 = u0, K∇α(u) · ~n|Γ2 = 0 et u|Γ3 = 0 sur [0, τ [

u(x, 0) = u0(x) dans Ω

(4.1)

où u(x, t) est la saturation de l’eau, ~q (x, t) la vitesse totale, Φ(x) la porosité

du milieu poreux et K(x) le tenseur des perméabilités absolues du réservoir

Ω ⊂ IRd (d = 2, 3) supposé de frontière Γ polyédrique et formée de trois parties,

telle que Γ = Γ̄1 ∪ Γ̄2 ∪ Γ̄3, avec |Γi| > 0 et Γi ∩ Γj = ∅ pour i 6= j; Γ1 est la

partie du bord où l’eau est injectée, Γ2 la partie imperméable et Γ3 la partie de

production. Soit [0, τ [ l’intervalle de temps d’étude, on note Qτ := Ω × [0, τ [.

α(u) et b(u) sont des fonctions non linéaires qui dépendent de la mobilité et

97
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de la pression capillaire (voir chapitre 1), avec le coefficient de diffusion a :=

α′ vérifiant : a(0) = a(1) = 0 (dégénérescence du terme de diffusion). u0 ∈
{0, 1}. Pour d’autres applications, l’effet de gravité et des conditions aux limites

peuvent êtres spécifiés. La technique développée ici reste applicable pour de tels

problèmes. Pour plus de détails sur l’analyse mathématique de ces problèmes

voir [ AKM90, CHJ86, FAS95, GAM96].

Ce chapitre est organisé comme suit : Dans la section 4.2, on introduit les

hypothèses sur les données du problème (Pd), sous lesquelles le problème sera

étudié par la suite. Dans la section 4.3, nous présentons la discrétisation par

volumes finis du problème (Pd) en utilisant un maillage non-structuré. Dans la

section 4.4, nous présentons des résultats de stabilité L∞ et des estimations BV

faibles sous des conditions CFL appropriées. Un résultat de convergence sera

donné dans la section 4.6. Les résultats de ce chapitre ont fait l’objet des publi-

cations [ AFA99, AFA00]. Ces résultats sont obtenus grâce à des techniques

développées par Eymard, Gallouët & Herbin [ EGH00] et l’introduction

d’une nouvelle approche du gradient pour le flux de diffusion non linèaire et

anisotrope.

4.2 Hypothèses sur les données

Dans la suite, nous supposons que les données du problème vérifient les hy-

pothèses suivantes, qui assurent l’existence et l’unicité d’une solution faible du

problème (voir proposition 1.3) :

(H0) Ω est un ouvert borné de IRd, de frontière polyédrique Γ = ∂Ω.

(H1) Φ ∈ L∞ (Ω) telle que 0 < Φ− ≤ Φ (x) ≤ Φ+ ≤ 1, p.p. dans Ω.

(H2) K est un tenseur symétrique défini positif, uniformément borné dans Ω

(c.à.d. ∀ξ 6= 0, 0 < K− |ξ|2 ≤ ξtK (x) ξ ≤ K+ |ξ|2 < ∞ p.p. dans Ω).

(H3) α ∈ C1 ([0, 1]) tel que pour a := α′, a(0) = a(1) = 0 et a(s) > 0 ∀s ∈ ]0, 1[.

(H4) b ∈ C1 ([0, 1]) est une fonction monotone telle que b′(s) > 0 ∀s ∈ ]0, 1[.
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(H5) u0 ∈ L∞ (Ω) tel que 0 ≤ u0 (x) ≤ 1 p.p. dans Ω.

(H6) ~q ∈ L2(0, τ ; H (div, Ω)), telle que div (~q) = 0, ~q·~n|Γ1 = −qd < 0, ~q·~n|Γ2 = 0

et ~q · ~n|Γ3 > 0.

(H7) ~q ∈ (L∞ (Qτ ))
d.

(H8) α−1 est une fonction continue hölderienne d’exposant θ ∈ ]0, 1[ et b ◦ α−1

une fonction continue hölderienne d’exposant 1+θ
2

.

Une solution faible u pour le problème (Pd) est définie par :

(P ∗
d )





u : ]0, τ [ −→ W0; 0 ≤ u(x, t) ≤ 1 p.p. dans Qτ (i)

ut ∈ L2(0, τ ; W
′
) et α(u) ∈ L2(0, τ ; W ) (ii)∫ ∫

Qτ
(Φuvt + [b(u)~q −K∇α(u)] · ∇v) dtdx

+
∫
Ω

Φu0v (x, 0) dx = 0 ∀v ∈ V (iii)

(4.2)

où les espaces fonctionnels W , W0 et V sont définis par :

W := {w ∈ H1 (Ω) ; w = 0 sur Γ3}
W0 := {u ∈ L2 (Ω) ; α (u) ∈ W ; α (u) = α (u0) sur Γ1}
V :=

{
v ∈ C1(0, τ ; C2(Ω̄)); v(., τ) ≡ 0 et v = 0 sur Γ1 ∪ Γ3

}

4.3 Discrétisation par volumes finis

Avant de présenter la disrétisation par volumes finis pour le problème (Pd),

on donne quelques notations :

4.3.1 Notations

• (tn)n=0,...,Nτ
une partition de [0, τ ] en des intervalles de pas de temps ∆tn =

tn+1 − tn, avec ∆t := max
n

∆tn.

• Λh := (Ti)i=1,...,Ne une triangulation de Ω, par des triangles pour (d = 2)

ou des tétraèdres pour (d = 3).
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• Σh := (Mi)i=1,...,Ns le maillage dual centré sur les noeuds de la triangu-

lation Λh (voir Figure 4.1), appelé aussi volume de contrôle.

• On note par xM :=
⋂

T∩M 6=∅
∂T ∈ M , les noeuds de la triangulation.

• xT :=
⋂

M∩T 6=∅
∂M ∈ T le barycentre de T ∈ Λh, cas du maillage de

Donald [ FRO98, MIC96].

• l := ∂Mi ∩ ∂Mj ∩ T le segment (si d= 2) [resp. la face (si d= 3)] joignant

le point xT et le milieu de
(
xMi

, xMj

)
[resp. le point xT , le milieu de(

xMi
, xMj

)
et les barycentres des faces L ∈ ∂T tel que L ∩ [

xMi
, xMj

] 6= ∅
(si d= 3)] (voir Figure 4.1).

• δM,l := δ (xM , xMl
) est la distance euclidienne entre xM et xMl

.

• £h := {l ∈ ∂M\Γ, pour M ∈ Σh}, et on note xl le centre de l ∈ £h.

• N0
M := card {l ∈ ∂M}.

• h := min
{

(|l|) 1
d−1 ; l ∈ ∂M , M ∈ Σh

}
.

• H := sup
{

(|L|) 1
d−1 ; L ∈ ∂T, T ∈ Λh

}
.

• Pour Φ ∈ L∞ (Ω), on pose ΦM := 1
|M |

∫
M

Φ (x) dx.

• Pour des raisons de simplicité, on suppose la fonction K constante par

maille et on pose KT := K|T .

• Pour u0 ∈ L∞ (Ω), on pose u0
M := 1

|M |
∫

M
u0 (x) dx.

• Soit un
M [resp. un

l ] une approximation de u au point (xM , tn) supposée

constante sur la maille M [resp. au point (xl, tn) supposée constante sur

l ∈ ∂M ].

Ces approximations seront définies par les schémas numériques qui suivent.

On aura besoin aussi de l’hypothèse suivante, sur la régularité du maillage :
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(H9) sup
h

(
max

M
N0

M

)
= N0 < ∞, et ∃β > γ > 0 indépendantes de h, tel que :

γH ≤ |M | 1d ≤ βh (4.3)

On notera ici que :

(
γ

β

)
H ≤ h ≤ |T | 1d ≤ H ≤

(
β

γ

)
h (4.4)

M l  = M l '

l

l '

T

Fig. 4.1: Maillage dual dans IR2 et IR3

4.3.2 Définition

En intégrant (4.1) dans M × [tn, tn+1] où M ∈ Σh, on obtient le schéma

suivant

ΦM

(
un+1

M − un
M

) |M | =
∑

l∈∂M

∫ tn+1

tn

b(u)l(−~ql · ~nM,l) |l| dt

+
∑

l∈∂M

∫ tn+1

tn

Kl∇α(u)l · ~nM,l |l| dt (4.5)
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où ~nM,l est la normale extérieure à l ∈ ∂M . Ce schéma peut s’écrire sous la

forme suivante:

un+1
M = un

M +
∆tn

ΦM |M |
∑

l∈∂M

(FM,l) +
∆tn

ΦM |M |
∑

l∈∂M

(GM,l) (4.6)

où FM,l et GM,l sont respectivement le flux de convection et le flux de dif-

fusion, entrant à travers l’arête l ∈ ∂M , définis par

FM,l :=
|l|

∆tn

∫ tn+1

tn

b(u)l(−~ql · ~nM,l)dt (4.7)

et

GM,l :=
|l|

∆tn

∫ tn+1

tn

Kl∇α(u)l · ~nM,ldt (4.8)

Soient F ∗
M,l et G∗

M,l des approximations respectivement de FM,l et GM,l, appelés

aussi flux numériques.

La conservation des flux numériques est caractérisée par l’égalité entre le flux

entrant et le flux sortant à travers une interface l ∈ ∂M [ EGH00, KRO97].

La consitance du flux numérique est tel que l’ordre de l’approximation numérique

choisi pour le flux doit être supérieure ou égale 1. [ EGH00, KRO97]

Ainsi d’après ces définitions de la conservation et de la consistance, pour

les flux numériques des termes de convection et de diffusion, cités séparément

dans [ EGH00, KRO97] on peut les généraliser par :

Définition 4.1 (Conservativité) On dira que les flux approchés F ∗
M,l et G∗

M,l

sont conservatifs au sens des volumes finis, si on a une conservation locale

F ∗
M,l + F ∗

Ml,l
= 0 et G∗

M,l + G∗
Ml,l

= 0 pour tout l ∈ £h (4.9)

plus une conservation globale

∑

l∈∂M∩Γ

F ∗
M,l =

∫

Γ

b(u) (−~q · ~n) ds et
∑

l∈∂M∩Γ

G∗
M,l =

∫

Γ

K∇α(u) · ~nds (4.10)

Pour une approximation F ∗
M,l à deux points (M,Ml) et G∗

M,l une approxima-

tion à p points (Mi)
p
i=1, on a la définition suivante :
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Définition 4.2 (Consistance) On dira que les flux approchés F ∗
M,l et G∗

M,l

sont consistants au sens des volumes finis, si on a:

F ∗
M,l (v, v) = b(v)(−~ql · ~nM,l) |l| pour tout v ∈ [0, 1] , et

G∗
M,l ((uMi

)p
i=1) = Kl∇α(u)l · ~nM,l |l|+ θ (h) pour tout u assez régulière

(4.11)

où |θ (h)| ≤ Ch, (C ∈ IR+ qui ne dépend que de u).

Définition 4.3 (Volumes Finis) On dira qu’un schéma numérique pour le

problème (Pd) est de type volumes finis, si les flux numériques approchés sont

conservatifs et consistants au sens des définitions 4.1 et 4.2.

De (4.5) on déduit trois familles de schémas de type volumes finis; l’un est

explicite les deux autres sont implicite et semi-implicite.

4.3.3 Schéma explicite

En utilisant une approximation explicite dans (4.5), on a :

pour tout M ∈ Σh

ΦM

(
un+1

M − un
M

) |M |+ ∆tn
∑

l∈∂M

b(u)n
l ~q

n
l · ~nM,ldl

= ∆tn
∑

l∈∂M\Γ
Kl∇α(u)n

l · ~nM,ldl (4.12)

qui peut s’écrire sous la forme suivante

un+1
M = un

M +
∆tn

ΦM |M |
∑

l∈∂M

b(u)n
l (−~q n

l · ~nM,l) |l|

+
∆tn

ΦM |M |
∑

T∩M 6=∅

∑

l∈∂M∩T\Γ
∇α(u)n

T ·KT ~nM,l |l| (4.13)

où

b(u)n
l :=

{
b(un

M) si ~q n
l · ~nM,l ≥ 0

b(un
Ml

) si ~q n
l · ~nM,l < 0

(4.14)
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où Ml est la maille voisine à M suivant le côté l (c. à. d. tel que l ∈ Ml ∩M) si

l ∈ £h et si l ∈ Γ on a un
Ml

= u0 pour l ∈ Γ1 et ~q n
l · ~nM,l ≥ 0 pour l ∈ Γ2 ∪ Γ3.

Le terme de convection est approché par un schéma de Godunov décentré amont

(voir Godunov [ GOD76]).

Maintenant pour T ∩M 6= ∅ on a :

∑

l∈∂M∩T\Γ
∇α(u)n

T ·KT ~nM,l |l| = ∇α(u)n
T ·KT

∑

l∈∂M∩T\Γ
~nM,l |l|

= −∇α(u)n
T ·KT

∑

l∈∂T∩M

~nT,l |l|

=
1

d
∇α(u)n

T ·KT ~nT,L |L| (4.15)

où L ∈ ∂T est tel que L ∩M = ∅.
On considère les éléments de base des fonctions standards éléments finis P1

satisfaisant φMi
(xMj

) = δij. Pour M ∩ T 6= ∅ on a

∇φM,T := ∇φM |T = − |L|
d |T |~nT,L (4.16)

où L ∈ ∂T est tel que L ∩M = ∅. Ainsi, une approximation P1 conforme dans

(Λh) de ∇α est donnée par

∇α(u)n
T =

∑

M ′∩T 6=∅
α(un

M ′)∇φM ′,T =
∑

M ′∩T 6=∅,M ′ 6=M

(α(un
M ′)− α(un

M))∇φM ′,T

=
∑

l∈∂M∩T\Γ

(
α(un

Ml
)− α(un

M)
)∇φMl,T (4.17)

d’où, de (4.15) on a

∑

l∈∂M∩T\Γ
∇α(u)n

T ·KT ~nM,l |l|

=
∑

l∈∂M∩T\Γ

(
α(un

M)− α(un
Ml

)
) |T |∇φMl,T ·KT∇φM,T (4.18)

et par suite on a le schéma suivant
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un+1
M = un

M +
∆tn

ΦM |M |
∑

l∈∂M

b(u)n
l (−~q n

l · ~nM,l) |l| (4.19)

+
∆tn

ΦM |M |
∑

l∈∂M\Γ

(
α(un

Ml
)− α(un

M)
) DM,l

δ (xM , xMl
)
|l|

où pour tout l ∈ ∂M\Γ

DM,l := −|T ||l| δM,l∇φMl,T ·KT∇φM,T (4.20)

avec δM,l := δ (xM , xMl
) est la distance euclidienne entre xM et xMl

.

Finalement en utilisant
∑

l∈∂M

~q n
l ·~nM,l |l| = 0 c.à.d. div (~q) = 0, on a le schéma

explicite suivant :

pour tout M ∈ Σh et n = 0, ..., Nτ − 1

un+1
M = un

M +
∆tn

ΦM |M |
∑

l∈∂M

(
b(un

Ml
)− b(un

M)
)
(−~q n

l · ~nM,l)
+ |l|

+
∆tn

ΦM |M |
∑

l∈∂M\Γ

(
α(un

Ml
)− α(un

M)
) DM,l

δM,l

|l| (4.21)

avec les conditions au bord suivantes :

pour tout M ∈ Σh, l ∈ ∂M et n = 0, ..., Nτ

b
(
un

Ml

)
:=

{
b(u0) si l ∈ ∂M ∩ Γ1

b (un
M) si non

(4.22)

Ici les flux numériques sont donnés par :

pour tout M ∈ Σh, l ∈ ∂M ∩ T et n = 0, ..., Nτ − 1

F ∗
M,l

(
un

M , un
Ml

)
:= b(un

Ml
) (−~q n

l · ~nM,l)
+ |l| − b(un

M) (−~q n
l · ~nM,l)

− |l|

et

G∗
M,l

(
(un

M ′)M ′∩T 6=∅
)

:=
∑

l′∈∂M∩T

(
α(un

Ml′
)− α(un

M)
)
∇φMl′ ,T ·KT~nM,l |l|

ici le flux approché de diffusion est à (d + 1) points, vérifiant

∑

l∈∂M∩T

G∗
M,l

(
(un

M ′)M ′∩T 6=∅
)

=
∑

l∈∂M∩T

(
α(un

Ml
)− α(un

M)
) DM,l

δM,l

|l|
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ce qui assure la conservation des flux, la consistance est dûe au fait que les

approximations choisies sont d’ordre 1, en effet, le schéma de Godunov pris pour

le terme de convection est d’ordre 1, et l’approximation P1 prise pour ∇α dans

le terme de diffusion est aussi d’ordre 1, et par suite le schéma explicite (4.21)

est de type volumes finis au sens de la définition 4.3.

4.3.4 Schéma implicite

De même, en utilisant une approximation implicite dans (4.5) sauf pour la

vitesse totale ~q, on obtient

pour tout M ∈ Σh et n = 0, ..., Nτ − 1

un+1
M = un

M − ∆tn
ΦM |M |

∑

l∈∂M

b(u)n+1
l ~q n

l · ~nM,l |l| (4.23)

+
∆tn

ΦM |M |
∑

l∈∂M\Γ

(
α(un+1

Ml
)− α(un+1

M )
) DM,l

δM,l

|l|

avec

b(u)n+1
l :=

{
b(un+1

M ) si ~q n
l · ~nM,l ≥ 0

b(un+1
Ml

) si ~q n
l · ~nM,l < 0

(4.24)

où Ml est la maille voisine à M suivant le côté l (c. à. d. tel que l ∈ Ml ∩M) si

l ∈ £h et si l ∈ Γ on a un+1
Ml

= u0 pour l ∈ Γ1 et ~q n
l · ~nM,l ≥ 0 pour l ∈ Γ2 ∪ Γ3.

Ainsi on a le schéma implicite suivant :

pour tout M ∈ Σh et n = 0, ..., Nτ − 1

un+1
M = un

M +
∆tn

ΦM |M |
∑

l∈∂M

(
b(un+1

Ml
)− b(un+1

M )
)
(−~q n

l · ~nM,l)
+ |l|

+
∆tn

ΦM |M |
∑

l∈∂M\Γ

(
α(un+1

Ml
)− α(un+1

M )
) DM,l

δM,l

|l| (4.25)

avec les mêmes conditions au bord (4.22).

Notons qu’on a utilisé ici une approximation implicite pour les termes de

convection et de diffusion. Là aussi les flux numériques sont donnés par :

pour tout M ∈ Σh, l ∈ ∂M ∩ T et n = 0, ..., Nτ − 1

F ∗
M,l

(
un+1

M , un+1
Ml

)
:= b(un+1

Ml
) (−~q n

l · ~nM,l)
+ |l| − b(un+1

M ) (−~q n
l · ~nM,l)

− |l|



4.3 Discrétisation par volumes finis 107

et

G∗
M,l

((
un+1

M ′
)

M ′∩T 6=∅

)
:=

∑

l′∈∂M∩T

(
α(un+1

Ml′
)− α(un+1

M )
)
∇φMl′ ,T ·KT~nM,l |l|

là aussi le flux approché de diffusion est à (d + 1) points, vérifiant

∑

l∈∂M∩T

G∗
M,l

((
un+1

M ′
)

M ′∩T 6=∅

)
=

∑

l∈∂M∩T

(
α(un+1

Ml
)− α(un+1

M )
) DM,l

δM,l

|l|

ce qui montre la conservation et la consistance des flux, au sens des définitions 4.1

et 4.2, et par suite le schéma implicite (4.25) est de type volumes finis au sens

de la définition 4.3.

4.3.5 Schéma semi-implicite

En utilisant dans (4.5) une approximation explicite pour le terme de convec-

tion et une approximation implicite pour le terme de diffusion, on a :

pour tout M ∈ Σh et n = 0, ..., Nτ − 1

un+1
M = un

M +
∆tn

ΦM |M |
∑

l∈∂M

(
b(un

Ml
)− b(un

M)
)
(−~q n

l · ~nM,l)
+ |l|

+
∆tn

ΦM |M |
∑

l∈∂M\Γ

(
α(un+1

Ml
)− α(un+1

M )
) DM,l

δM,l

|l| (4.26)

avec les mêmes conditions au bord (4.22).

Là aussi les flux numériques sont donnés par :

pour tout M ∈ Σh, l ∈ ∂M ∩ T et n = 0, ..., Nτ − 1

F ∗
M,l

(
un

M , un
Ml

)
:= b(un

Ml
) (−~q n

l · ~nM,l)
+ |l| − b(un

M) (−~q n
l · ~nM,l)

− |l|

et

G∗
M,l

((
un+1

M ′
)

M ′∩T 6=∅

)
:=

∑

l′∈∂M∩T

(
α(un+1

Ml′
)− α(un+1

M )
)
∇φMl′ ,T ·KT~nM,l |l|

le flux approché de diffusion est à (d + 1) points, vérifiant

∑

l∈∂M∩T

G∗
M,l

((
un+1

M ′
)

M ′∩T 6=∅

)
=

∑

l∈∂M∩T

(
α(un+1

Ml
)− α(un+1

M )
) DM,l

δM,l

|l|
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ce qui montre la conservation et la consistance des flux, au sens des définitions 4.1

et 4.2 et par suite le schéma semi-implicite (4.26) est de type volumes finis au

sens de la définition 4.3.

L’existence et l’unicité pour les systèmes non linéaires (4.25) et (4.26), seront

étudiées dans la section 4.4.

4.3.6 Propriétés et remarque

Notons qu’on utilise ici un tenseur de perméabilité absolue K plein et les

approximations obtenues dans cette section sont telles que les coefficients DM,l

définis par (4.20), vérifient les propriétés suivantes :

Propriété 4.4 Sous les hypothèses (H2) et (H9) les coefficients DM,l définis

par (4.20), vérifient la majoration suivante : Pour tout M ∈ Σh et pour tout

l ∈ ∂M\Γ, on a :

|DM,l| ≤ D+ < ∞ (4.27)

Démonstration. En effet, pour M ∈ Σh et l ∈ ∂M\Γ, d’après (4.16) le

coefficient DM,l défini par (4.20), peut s’écrire sous la forme :

DM,l = −δ (xM , xMl
)

d2 |T | |l| |L′|~nT,L′ ·KT |L|~nT,L (4.28)

où L et L′ ∈ ∂T telles que L ∩ M = ∅ et L′ ∩ Ml = ∅, donc d’après (H2) et

(H9) on a

sup |DM,l| ≤ sup
δ (xM , xMl

)

d2 |T | |l| |L| |L′|K+

≤ H
(
Hd−1

)2

d2hdhd−1
K+ ≤ K+

d2

(
β

γ

)2d−1

d’où

|DM,l| ≤ D+ :=
K+

d2

(
β

γ

)2d−1

< ∞ (4.29)
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Ce qui termine la démonstration de la propriété 4.4.

De plus dans le cas bi-dimensionnel, on a :

Propriété 4.5 Sous les hypothèses (H2) et (H9), pour (d = 2) et pour un

maillage admissible, au sens de (4.34), les coefficients DM,l définis par (4.20),

vérifient la minoration suivante :

0 < D− ≤ DM,l (4.30)

pour tout M ∈ Σh et pour tout l ∈ ∂M\Γ.

Démonstration. En effet, pour M ∈ Σh et l ∈ ∂M\Γ, les coefficients DM,l

pour (d = 2), peuvent s’écrire sous la forme :

DM,l =
δ (xM , xMl

)

4 |T | |l|
−−−→
x′xM · adj [KT ]

−−−→
x′xMl

(4.31)

où x′ = L ∩ L′ et adj [KT ] est la transposée de co-matrice de KT . Maintenant

adj [KT ] est aussi symétrique défini positif, donc il admet une unique factorisa-

tion

adj [KT ] = [UT ]t [UT ] (4.32)

où UT est une matrice triangulaire supérieure dont la diagonale est positive.

Nous avons donc

−−−→
x′xM · adj [KT ]

−−−→
x′xMl

= [UT ]
−−−→
x′xM · [UT ]

−−−→
x′xMl

=
−−−−−−−−−−→
UT (x′)UT (xM) · −−−−−−−−−−→UT (x′)UT (xMl

)

ainsi du fait que l’image d’un triangle par l’application UT est aussi un triangle,

en gardant le même sens des sommets, on déduit que :
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• Pour K(x) = k(x)K0 dans Ω, où k(x) > 0 avec K0 est une matrice con-

stante symétrique définie positive, on a : adj [K0] = [U0]
t [U0], et on peut

mailler ΩK0 := [U0] (Ω) (la transformation du domaine Ω par la matrice

U0), par un maillage admissible telle que :

pour θM,l := Angle
(−−−−−−−−−→
U0(x

′)U0(xM);
−−−−−−−−−→
U0(x

′)U0(xMl
)
)

(4.33)

on a la condition de Delaunay suivante :

(H10)

0 < η ≤ θM,l ≤ π

2
− η (4.34)

où η est un petit paramètre indépendant de h, et par suite, d’après (H2)

et (H9) on a :

inf DM,l ≥ cos
(π

2
− η

)
inf

δ (xM , xMl
)

4 |T | |l|
∣∣∣[UT ]

−−−→
x′xM

∣∣∣
∣∣∣[UT ]

−−−→
x′xMl2

∣∣∣

≥ sin (η) inf
δ (xM , xMll) |L| |L′|K−
2 |l| |L| |L′| sin (

π
2
− η

) ≥ tan (η)
hK−
2H

≥ tan (η)
γK−
2β

donc

0 < D− := tan (η)
γK−
2β

≤ DM,l (4.35)

• Pour le cas où Ω =
Np⋃
p=1

Ωp telle que K(x)|Ωp = kp(x)Kp, avec kp (x) > 0

et Kp est une matrice constante symétrique définie positive, pour tout

p = 1, .., Np, on définit ΩKp := [Up] (Ωp) pour p = 1, .., Np, où les [Up]

sont tel que adj [Kp] = [Up]
t [Up], puis on considère un maillage des

(
ΩKp

)

par une triangulation admissible vérifiant (4.34), en gardant une même

répartition des arrêtes sur les interfaces Ωp ∩ Ωq, ainsi par des transfor-

mations inverses [Up]
−1 on obtient un maillage sur Ω qui respecte la pro-

priété voulue, voir une illustration dans la Figure 4.2. Ce qui termine la

démonstration de la propriété 4.5.
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Fig. 4.2: Maillage de Ω = Ω1 ∪ Ω2

Dans le cas (d = 3) l’hypothèse (H10) sera remplacée par l’hypothèse suiv-

ante :

(H10) Pour tout M ∈ Σh et pour tout l ∈ ∂M\Γ

0 < D− ≤ DM,l (4.36)

Remarque 4.6 Les deux relations (4.27) et (4.30), sont des propriétés impor-

tantes pour l’analyse des schémas volumes finis introduits ici, et qui dépendent

seulement du maillage triangulaire choisi et de la matrice K(x) (voir des remar-

ques analogues dans [ FRO98, EGH00]).

4.4 Résultats de stabilité L∞

Dans cette section, on présente des résultats de stabilité L∞ pour les schémas

volumes finis introduits dans la section 4.3.
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4.4.1 Définition et propriété

Définition 4.7 (Stabilité L∞) On dira que la solution approchée (un
M) est L∞

stable sur Ω, si on a :

‖un‖∞ := sup
M
|un

M | ≤ C pour tout n = 1, ..., Nτ (4.37)

où C est une constante indépendante de h et ∆t.

Soient Cq,h et CK,h définies par :

CK,h := sup
M

∑

l∈∂M\Γ

h2 |l|DM,l

|M | δM,lΦM

et Cq,h := sup
n,M

∑

l∈∂M

h |l| (−~q n
l · ~nM,l)

+

ΦM |M | (4.38)

alors on a les majorations suivantes :

Propriété 4.8 Sous les hypothèses (H0)-(H2), (H6)-(H7) et (H9)-(H10)

les coefficients CK,h et Cq,h sont uniformément bornées par rapport à h et ∆t,

c.à.d. on a :

0 < C−
K ≤ CK,h ≤ C+

K < ∞ (4.39)

0 < C−
q ≤ Cq,h ≤ C+

q < ∞ (4.40)

où les constantes C−
K , C+

K,C−
q et C+

q , sont indépendantes de h et ∆t.

Démonstration. En effet, sous les hypothèses (H0)-(H2) et (H9)-(H10)

on a :

CK,h := sup
M

∑

l∈∂M\Γ

h2 |l|DM,l

|M | δM,lΦM

≤ h2Hd−1D+

(γH)d hΦ−
sup
M

N0
M ≤ C+

K :=
N0D+

γdΦ−
< ∞ (4.41)

et

CK,h := sup
M

∑

l∈∂M\Γ

h2 |l|DM,l

|M | δM,lΦM

≥ h2hd−1D−
(βh)d HΦ+

sup
M

N0
M ≥ C−

K :=
4D−
βdΦ+

> 0 (4.42)
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sous les hypothèses (H0)-(H1), (H6)-(H7) et (H9) on a :

Cq,h := sup
n,M

∑

l∈∂M

h |l| (−~q n
l · ~nM,l)

+

ΦM |M |

≤ hHd−1 ‖~q‖∞
(γH)d Φ−

sup
M

N0
M ≤ C+

q :=
N0 ‖~q‖∞

γdΦ−
< ∞ (4.43)

et

Cq,h := sup
n,M

∑

l∈∂M

h |l| (−~q n
l · ~nM,l)

+

ΦM |M | ≥ qd

Φ−
sup
M

∑

l∈∂M∩Γ1

h |l|
|M |

≥ hhd−1qd

(βh)d Φ−
≥ C−

q :=
qd

βdΦ+
> 0 (4.44)

Ce qui termine la démonstration de la propriété 4.8.

4.4.2 Stabilité du schéma explicite

Proposition 4.9 Sous les hypothèses (H0)-(H10), et la condition CFL

CFL1 :=
∆t

h
Cq,h sup

0≤s≤1
b′(s) +

∆t

h2
CK,h sup

0≤s≤1
α′(s) ≤ 1 (4.45)

le schéma explicite (4.21)-(4.22) est L∞ stable. De plus, la solution approchée

(un
M) définie par (4.21) satisfait le principe du maximum discret suivant :

0 ≤ un
M ≤ 1 pour tout M ∈ Σh et n = 1, .., Nτ (4.46)

Démonstration. Le schéma (4.21) peut s’écrire sous la forme :

pour tout M ∈ Σh et n = 0, ..., Nτ − 1

un+1
M = un

M +
∆tn

ΦM |M |
∑

l∈∂M

(
un

Ml
− un

M

)
b′nl (−~q n

l · ~nM,l)
+ |l|

+
∆tn

ΦM |M |
∑

l∈∂M\Γ

(
un

Ml
− un

M

)
α′nl

DM,l

δM,l

|l| (4.47)
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où

b(un
Ml

)− b(un
M) = b′nl (un

Ml
− un

M), avec b′nl = b′(un
M) si un

Ml
= un

M

et

α(un
Ml

)− α(un
M) = α′nl (un

Ml
− un

M), avec α′nl = α′(un
M) si un

Ml
= un

M

on pose ici par convention DM,l = 0 si l ∈ Γ, donc de (4.47) on a :

pour tout M ∈ Σh et n = 0, ..., Nτ − 1

un+1
M = un

M

(
1− ∆tn

ΦM |M |
∑

l∈∂M

(
α′nl

DM,l

δM,l

+ b′nl (−~q n
l · ~nM,l)

+

)
|l|

)

+
∆tn

ΦM |M |
∑

l∈∂M

un
Ml

(
α′nl

DM,l

δM,l

+ b′nl (−~q n
l · ~nM,l)

+

)
|l| (4.48)

Notons ici que d’après les hypothèses (H3)-(H4), α′nl et b′nl sont positives, et

par suite en utilisant la condition CFL (4.45), on a :

pour tout M ∈ Σh et n = 0, ..., Nτ − 1

∣∣un+1
M

∣∣ ≤ |un
M |

(
1− ∆tn

ΦM |M |
∑

l∈∂M

(
α′nl

DM,l

δM,l

+ b′nl (−~q n
l · ~nM,l)

+

)
|l|

)

+
∆tn

ΦM |M |
∑

l∈∂M

∣∣un
Ml

∣∣
(

α′nl
DM,l

δM,l

+ b′nl (−~q n
l · ~nM,l)

+

)
|l| (4.49)

≤ max
(
sup |un

M | , sup
∣∣un

Ml

∣∣) ≤ max (‖un‖∞ , 1) ≤ 1

d’où la stabilité L∞. Le principe du maximum discret, c.à.d. (4.46) est une

conséquence de (4.48) et (4.49) par récurrence. Ceci termine la démonstration

de la proposition 4.9.

4.4.3 Stabilité des schémas implicite et semi-implicite

Pour les schémas implicite et semi-implicite, on montrera d’abord l’existence

est l’unicité de solution pour les systèmes non linéaire (4.25) et (4.26) en utilisant

un algorithme de point fixe.
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On introduit une maille fictive M0 avec un
M0

:= u0 et |M0| 6= 0 telle que

∂M ∩ ∂M0 = ∂M ∩ Γ1 pour tout M ∈ Σh, on pose [Un] =
[
un

M0
, un

M1
, ..., un

MNs

]t

et [W n] =
[
wn

M0
, wn

M1
, ..., wn

MNs

]t
avec

pour tout M ∈ Σh et n = 0, ..., Nτ − 1

wn
M = un

M +
∆tn

ΦM |M |
∑

l∈∂M

(
b(un

Ml
)− b(un

M)
)
(−~q n

l · ~nM,l)
+ |l| (4.50)

Ainsi les schémas (4.25) et (4.26) peuvent s’écrire comme limites des solutions

des systèmes d’équations linéarisés suivants :

D2

([
Un+1

](k)
) [

Un+1
](k+1)

= [Un] avec
[
Un+1

](0)
= [Un] (4.51)

et

D3

([
Un+1

](k)
) [

Un+1
](k+1)

= [W n] avec
[
Un+1

](0)
= [Un] (4.52)

où (Ds)s=2,3 est une matrice bande d’ordre Ns + 1, dont les éléments sont de la

forme :

Pour tout i 6= j ∈ {0, ..., Ns}

[D2]i,i = 1 +
∆tn

ΦMi
|Mi|

∑
l∈∂Mi

((
α′n+1

l

)(k) DMi,l

δMi,l

+
(
b′n+1

l

)(k)
(−~q n

l · ~nMi,l)
+

)
|l|

[D2]i,j = − ∆tn
ΦMi

|Mi|
∑

l∈∂Mi∩∂Mj

((
α′n+1

l

)(k) DMi,l

δMi,l

+
(
b′n+1

l

)(k)
(−~q n

l · ~nMi,l)
+

)
|l|

(4.53)

et

[D3]i,i = 1 +
∆tn

ΦMi
|Mi|

∑
l∈∂Mi\Γ

(
α′n+1

l

)(k) DMi,l

δMi,l

|l|

[D3]i,j = − ∆tn
ΦMi

|Mi|
∑

l∈∂Mi∩∂Mj

(
α′n+1

l

)(k) DMi,l

δMi,l

|l|
(4.54)

Notons qu’on a posé ici DM,l := 0 pour tout l ∈ Γ, comme dans (4.48).
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Lemme 4.10 Sous les hypothèses (H0)-(H10), les solutions
(
[Un+1]

(k)
)

k∈IN

des systèmes (4.51) satisfont le principe du maximum discret suivant :

0 ≤ (
un

Mi

)(k) ≤ 1 pour i = 1, ..., Ns et n = 1, ..., Nτ (4.55)

Le même résultat est valable pour les solutions des systèmes (4.52) sous la con-

dition CFL

CFL2 :=
∆t

h
Cq,h sup

0≤s≤1
b′(s) ≤ 1 (4.56)

où Cq,h est donnée par (4.38).

Démonstration. D’après les hypothèses (H3)-(H4) et (H10), α′n+1
l , b′n+1

l

et DMi,l, sont positives, Il est ainsi facile de voir que la matrice Ds est une matrice

à diagonale stictement dominante, avec

(Di,i −
∑

i 6=j

|Di,j|) ≥ 1 (4.57)

donc ‖D−1
s ‖∞ ≤ 1, où ‖·‖∞ est la norme matricielle l∞, de plus Ds est une

matrice monotone, c.à.d.

Di,i > 0 et Di,j ≤ 0 pour i 6= j (4.58)

donc on a (D−1
s )i,j ≥ 0, et par suite

∀V ∈ [0, 1]Ns+1 , D−1
s V ∈ [0, 1]Ns+1 (4.59)

Pour le schéma implicite (4.51) on a

[Un+1]
(k+1)

=
(
D2

(
[Un+1]

(k)
))−1

[Un]

et
(
1I− [Un+1]

(k+1)
)

=
(
D2

(
[Un+1]

(k)
))−1

(1I− [Un])
(4.60)

où 1I:= [1, 1, ..., 1]t ∈ IRNs+1. Or U0 ∈ [0, 1]Ns+1, ce qui implique, par récurrence

sur k puis sur n, que toutes les solutions des systèmes (4.51) [Un+1]
(k+1)

=

D−1
(
[Un+1]

(k)
)

[Un] ∈ [0, 1]Nx+1, c.à.d. satisfont le principe du maximum dis-

cret.
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Pour le schéma semi-implicite, en utilisant la condition CFL (4.56) on a

pour tout M ∈ Σh et n = 0, ..., Nτ − 1

(
1− ∆tn

ΦM |M |
∑

l∈∂M

b′nl (−~q n
l · ~nM,l)

+ |l|
)
≥ 0

et par récurrence sur n, on a :

0 ≤ un
M ≤ 1 et 0 ≤ un

Ml
≤ 1

implique que

wn
M = un

M

(
1− ∆tn

ΦM |M |
∑

l∈∂M

b′nl (−~q n
l · ~nM,l)

+ |l|
)

+

(
∆tn

ΦM |M |
∑

l∈∂M

un
Ml

b′nl (−~q n
l · ~nM,l)

+ |l|
)

≥ 0

et

wn
M = un

M

(
1− ∆tn

ΦM |M |
∑

l∈∂M

b′nl (−~q n
l · ~nM,l)

+ |l|
)

+

(
∆tn

ΦM |M |
∑

l∈∂M

un
Ml

b′nl (−~q n
l · ~nM,l)

+ |l|
)

≤ 1

c.à.d. W n ∈ [0, 1]Ns+1, ainsi toutes les solutions des systèmes (4.52) [Un+1]
(k+1)

=

D−1
3

(
[Un+1]

(k)
)

[W n] ∈ [0, 1]Ns+1, c.à.d. satisfont le principe du maximum dis-

cret. Ceci termine la démonstration du lemme 4.10.

Maintenant, on revient à l’existence et l’unicité de solution pour les schémas

implicite (4.25) et semi-implicite (4.26).
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Proposition 4.11 Sous les hypothèses (H0)-(H10), il existe une et une seule

solution
(
un

Mi

)
pour le schéma implicite (4.25), de plus cette solution satisfait le

principe du maximum discret suivant :

0 ≤ un
Mi
≤ 1 pour i = 1, ..., Ns et n = 1, ..., Nτ (4.61)

Les mêmes résultats sont valables pour le schéma semi-implicite (4.26) sous la

condition CFL (4.56).

Démonstration. Pour le schéma semi-implicite (4.26), on a d’après le

lemme 4.10 la suite
(
[Un+1]

(k)
)

k∈IN
est bornée, donc on peut extraire une sous

suite convergente, notée aussi
(
[Un+1]

(k)
)

k∈IN
, telle que

Un+1 := lim
k→∞

[
Un+1

](k) ∈ ([0, 1])Ns+1 (4.62)

et d’après la continuité de l’application V 7−→ D3 (V ) [V ], la limite Un+1 est une

solution du système non linéaire D3 (V ) [V ] = Un qui est équivalent à (4.26). On

conclut alors l’existence d’une solution pour le schéma semi-implicite (4.26).

Pour montrer l’unicité, on suppose Un+1, V n+1 deux solutions du schéma

implicite (4.26), c.à.d. qu’on a :

pour tout M ∈ Σh et n = 0, ..., Nτ − 1

un+1
M = un

M +
∆tn

ΦM |M |
∑

l∈∂M

(
b(un

Ml
)− b(un

M)
)
(−~q n

l · ~nM,l)
+ |l|

+
∆tn

ΦM |M |
∑

l∈∂M\Γ

(
α(un+1

Ml
)− α(un+1

M )
) DM,l

δM,l

|l|

et

vn+1
M = un

M +
∆tn

ΦM |M |
∑

l∈∂M

(
b(un

Ml
)− b(un

M)
)
(−~q n

l · ~nM,l)
+ |l|

+
∆tn

ΦM |M |
∑

l∈∂M\Γ

(
α(vn+1

Ml
)− α(vn+1

M )
) DM,l

δM,l

|l|

par soustraction, on obtient
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un+1
M − vn+1

M =
∆tn

ΦM |M |
∑

l∈∂M\Γ

(
α(un+1

Ml
)− α(un+1

M )
) DM,l

δM,l

|l|

− ∆tn
ΦM |M |

∑

l∈∂M\Γ

(
α(vn+1

Ml
)− α(vn+1

M )
) DM,l

δM,l

|l|

et par suite

(
un+1

M − vn+1
M

)

1+

∆tn
ΦM |M |

∑

l∈∂M\Γ
α′n+1

M

DM,l

δM,l

|l|



− (
un+1

Ml
− vn+1

Ml

)

 ∆tn

ΦM |M |
∑

l∈∂M\Γ
α′n+1

Ml

DM,l

δM,l

|l|

 = 0

où

α′n+1
M :=

α(un+1
M )− α(vn+1

M )

un+1
M − vn+1

M

si un+1
M 6= vn+1

M

α′n+1
M := a(un+1

M ) si un+1
M = vn+1

M

Ce système d’équations peut s’écrire sous la forme suivante :

D
(
Un+1, V n+1

) [
Un+1 − V n+1

]
= 0 (4.63)

où D est une matrice dont les éléments non nuls s’écrivent sous la forme suivante :

Pour i = 1, ..., Ns

[D (Un+1, V n+1)]i,i :=
ΦMi

|Mi|
∆tn

+
∑

l∈∂Mi\Γ
α′n+1

Mi

DMi,l

δMi,l

|l|

[D (Un+1, V n+1)]i,j := − ∑
l∈∂Mi∩∂Mj

α′n+1
Mi

DMi,l

δMi,l

|l|
(4.64)

D’après les hypothèses (H3) et (H10), α′n+1
Mi

et DMi,l, sont positives, il est

ainsi facile de voir que la transposée de la matrice D est une matrice à diagonale

stictement dominante, donc inversible, et par suite on a l’unicité de la solu-

tion du schéma semi-implicite (4.26). L’existence et l’unicité de la solution du
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schéma implicite (4.25) s’obtiennent de la même manière (voir aussi chapitre 2

proposition 2.8). Ceci termine la démonstration de la proposition 4.11.

4.5 Estimations BV faibles

Dans cette section, on présente des estimations BV faibles pour les schémas

volumes finis introduits dans la section 4.3, en suivant les grandes lignes des

idées de [ EGH00] et sa bibliographie.

On considère la fonction B : [0, 1] → IR, définie par : B(t) =
∫ t

0
sb′(s)ds,

alors on a les propriétés suivantes :

Lemme 4.12 Sous les hypothèses (H3)-(H4) et (H6), les fonctions non linéaires

α et B vérifient les propriétés suivantes :

1. Pour tout u : Σh → [0, 1], on a :

∑
M

∑

l∈∂M\Γ
(α(uMl

)− α(uM))
DM,l

δM,l

|l| = 0 (4.65)

2. Pour tout u : Σh → [0, 1], on a :

0 ≤
∑
M

∑

l∈∂M

(B(uMl
)−B(uM)) (−~ql · ~nM,l)

+ |l| ≤ CB (4.66)

où CB (qd, |Γ1| , sup (b′)) est une constante indépendante de h et ∆t.

3. Pour tout u, v ∈ [0, 1], on a : (Lemme 4.5 [ EGH00])

[B(t)]vu + u (b(u)− b(v)) ≥ (b(u)− b(v))2

2 sup(b′)
(4.67)

Démonstration. En effet, du fait que DM,l = DMl,l et δM,l = δMl,l, on a

∑
M

∑

l∈∂M\Γ
(α(uMl

)− α(uM))
DM,l

δM,l

|l|

=
∑

l∈£h

[
(α(uMl

)− α(uM))
DM,l

δM,l

|l|+ (α(uM)− α(uMl
))

DMl,l

δMl,l

|l|
]

= 0
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D’autre part, du fait que
∑

l∈∂M

(~ql · ~nM,l) |l| = 0, on a

B̄ :=
∑
M

∑

l∈∂M

(B(uMl
)−B(uM)) (−~ql · ~nM,l)

+ |l|

=
∑
M

[ ∑

l∈∂M

B(uMl
) (−~ql · ~nM,l)

+ |l| −
∑

l∈∂M

B(uM) (−~ql · ~nM,l)
+ |l|

]

=
∑
M

[ ∑

l∈∂M

B(uMl
) (−~ql · ~nMl,l)

− |l| −
∑

l∈∂M

B(uM) (−~ql · ~nM,l)
+ |l|

]

soit

B̄ =
∑
M

∑

l∈∂M

B(uM)
[
(−~ql · ~nMl,l)

− − (−~ql · ~nM,l)
+] |l|

+
∑

M∩Γ 6=∅

∑

l∈∂M∩Γ

(B(uMl
)−B(uM)) (−~ql · ~nM,l)

+ |l|

=
∑
M

B(uM)
∑

l∈∂M

(~ql · ~nM,l) |l|+
∑

l∈Γ1

(B(uMl
)−B(uM)) (−~ql · ~nM,l)

+ |l|

= qd

∑

M∩Γ1 6=∅
(B(u0)−B(uM)) |∂M ∩ Γ1| ∈ [0, CB]

où CB := qd |Γ1| sup (b′) ≥ 0. La fonction B est croissante.

Pour la troisième propriété on a (comme pour le lemme 4.5 dans [ EGH00]) :

1

2
(b(u)− b(v))2 =

∫ u

v

b′ (t) (b (t)− b (v)) dt

≤ sup (b′)
∫ u

v

(b (t)− b (v)) dt

= sup (b′)
(

[(b (t)− b (v)) t]uv −
∫ u

v

tb (t) dt

)

= sup (b′) (u (b (u)− b (v)) + [B(t)]vu)

Ce qui termine la démonstration du lemme 4.12.
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4.5.1 Analyse du schéma explicite

Pour le schéma explicite (4.21), on a le résultat suivant :

Proposition 4.13 Sous les hypothèses sur les données (H0)-(H10) et la con-

dition CFL (4.45) avec [CFL1 ≤ 1− ε], on a, pour le schéma explicite (4.21)-

(4.22), les estimations suivantes :

∑
n,l

∆tn
(
b(un

Ml
)− b(un

M)
)2 |~q n

l · ~nM,l| |l| ≤ C
sup(b′)

ε

et
∑
n,l

∆tn
(
α(un

Ml
)− α(un

M)
)2

DM,l |l| ≤ C
sup(α′)β

2εγ
h

(4.68)

où

C := Φ+ |Ω| ∥∥u0
∥∥2

∞ + 2τqd |Γ1| sup (b′)

et ε est un petit paramètre indépendant de h et ∆t.

Démonstration. Pour tout M ∈ Σh et n = 0, ..., Nτ − 1, multiplions (4.21)

par un
M , on a

un
M

(
un+1

M − un
M

)
=

∆tn
ΦM |M |

∑

l∈∂M

un
M

(
b(un

Ml
)− b(un

M)
)
(−~q n

l · ~nM,l)
+ |l|

+
∆tn

ΦM |M |
∑

l∈∂M\Γ
un

M

(
α(un

Ml
)− α(un

M)
) DM,l

δM,l

|l|

et utilisons l’inégalité de Cauchy-Schwartz , on a

(
un+1

M − un
M

)2

≤
(

∆tn
ΦM |M |

)2

 ∑

l∈∂M

(−~q n
l · ~nM,l)

+ |l| sup(b′) +
∑

l∈∂M\Γ

DM,l

δM,l

|l| sup(α′)





 ∑

l∈∂M

(
b(un

Ml
)− b(un

M)
)2 (−~q n

l ·~nM,l)
+|l|

sup(b′) +
∑

l∈∂M\Γ

(
α(un

Ml
)− α(un

M)
)2 DM,l|l|

sup(α′)δM,l




ainsi de la condition CFL (4.45) avec [CFL1 ≤ 1− ε], on peut écrire
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(
un+1

M − un
M

)2

≤ ∆tn (1− ε)

ΦM |M | sup(b′)

∑

l∈∂M

(
b(un

Ml
)− b(un

M)
)2

(−~q n
l · ~nM,l)

+ |l|

+
∆tn (1− ε)

ΦM |M | sup(α′)

∑

l∈∂M\Γ

(
α(un

Ml
)− α(un

M)
)2 DM,l

δM,l

|l|

et du fait que

∑
M

ΦM |M |
2

((
un+1

M

)2 − (un
M)2

)

=
∑
M

ΦM |M |
(

un
M

(
un+1

M − un
M

)
+

1

2

(
un+1

M − un
M

)2
)

on a

∑
M

ΦM |M |
2

((
un+1

M

)2 − (un
M)2

)

≤ ∆tn
∑
M

∑

l∈∂M

un
M

(
b(un

Ml
)− b(un

M)
)
(−~q n

l · ~nM,l)
+ |l|

+ ∆tn
∑
M

∑

l∈∂M\Γ
un

M

(
α(un

Ml
)− α(un

M)
) DM,l

δM,l

|l|

+
∆tn (1− ε)

2 sup(b′)

∑
M

∑

l∈∂M

(
b(un

Ml
)− b(un

M)
)2

(−~q n
l · ~nM,l)

+ |l|

+
∆tn (1− ε)

2 sup(α′)

∑
M

∑

l∈∂M\Γ

(
α(un

Ml
)− α(un

M)
)2 DM,l

δM,l

|l|

ainsi

∆tn
∑
M

∑

l∈∂M

un
M

(
b(un

M)− b(un
Ml

)
)
(−~q n

l · ~nM,l)
+ |l|

+ ∆tn
∑

l∈£h

(
un

M − un
Ml

) (
α(un

M)− α(un
Ml

)
) DM,l

δM,l

|l|
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≤ 1

2

[∑
M

ΦM |M | (un
M)2 −

∑
M

ΦM |M | (un+1
M

)2

]

+
∆tn (1− ε)

2 sup(b′)

∑
M

∑

l∈∂M

(
b(un

Ml
)− b(un

M)
)2

(−~q n
l · ~nM,l)

+ |l|

+
∆tn (1− ε)

2 sup(α′)

∑
M

∑

l∈∂M\Γ

(
α(un

Ml
)− α(un

M)
)2 DM,l

δM,l

|l| .

maintenant d’après (4.67) on a :

un
M

(
b(un

M)− b(un
Ml

)
) ≥ 1

2 sup(b′)

(
b(un

M)− b(un
Ml

)
)2 − [B(t)]

un
Ml

un
M

de même

(
un

M − un
Ml

) (
α(un

M)− α(un
Ml

)
) ≥ 1

sup(α′)

(
α(un

M)− α(un
Ml

)
)2

et de (4.66) on obtient

∆tnε

2 sup(b′)

∑
M

∑

l∈∂M

(
b(un

Ml
)− b(un

M)
)2

(−~q n
l · ~nM,l)

+ |l|

+
∆tnε

sup(α′)

∑

l∈£h

(
α(un

Ml
)− α(un

M)
)2 DM,l

δM,l

|l|

≤ 1

2

[∑
M

ΦM |M | (un
M)2 −

∑
M

ΦM |M | (un+1
M

)2

]
+ ∆tnCB (4.69)

donc par sommation sur n = 0, ....Nτ , on a

ε

2 sup(b′)

∑
n,M

∆tn
∑

l∈∂M

(
b(un

Ml
)− b(un

M)
)2

(−~q n
l · ~nM,l)

+ |l|

+
ε

sup(α′)

∑

n,l∈£h

∆tn
(
α(un

Ml
)− α(un

M)
)2 DM,l

δM,l

|l|

≤ 1

2

[∑
M

ΦM |M | (u0
M

)2 −
∑
M

ΦM |M | (uNτ+1
M

)2

]
+ τCB

≤ 1

2
Φ+ |Ω|

∥∥u0
∥∥2

∞ + τCB
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et finalement on obtient

∑

n,l

∆tn
(
b(un

Ml
)− b(un

M)
)2 |~q n

l · ~nM,l| |l| ≤
(
Φ+ |Ω|

∥∥u0
∥∥2

∞ + 2τCB

) sup(b′)
ε

∑

n,l

∆tn
(
α(un

Ml
)− α(un

M)
)2

DM,l |l| ≤
(
Φ+ |Ω|

∥∥u0
∥∥2

∞ + 2τCB

) sup(α′)β
2εγ

h

Ceci complète la démonstration de la proposition 4.13.

4.5.2 Analyse du schéma implicite

Proposition 4.14 Sous les hypothèses (H0)-(H10), on a pour le schéma im-

plicite (4.25)-(4.22), les estimations suivantes :

∑
n,l

∆tn
(
b(un+1

Ml
)− b(un+1

M )
)2 |~q n

l · ~nM,l| |l| ≤ C sup(b′)

et
∑
n,l

∆tn
(
α(un+1

Ml
)− α(un+1

M )
)2

DM,l |l| ≤ C
sup(α′)β

2γ
h

(4.70)

où

C := Φ+ |Ω|
∥∥u0

∥∥2

∞ + 2τqd |Γ1| sup (b′)

Démonstration. Pour tout M ∈ Σh et n = 0, ..., Nτ − 1, multiplions (4.25)

par un+1
M , on a

un+1
M

(
un+1

M − un
M

)
=

∆tn
ΦM |M |

∑

l∈∂M

un+1
M

(
b(un+1

Ml
)− b(un+1

M )
)
(−~q n

l · ~nM,l)
+ |l|

+
∆tn

ΦM |M |
∑

l∈∂M\Γ
un+1

M

(
α(un+1

Ml
)− α(un+1

M )
) DM,l

δM,l

|l|

donc

∑
M

ΦM |M |
2

((
un+1

M

)2 − (un
M)2

)

=
∑
M

ΦM |M |
(

un+1
M

(
un+1

M − un
M

)− 1

2

(
un+1

M − un
M

)2
)
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≤ ∆tn
∑
M

∑

l∈∂M

un+1
M

(
b(un+1

Ml
)− b(un+1

M )
)
(−~q n

l · ~nM,l)
+ |l|

+ ∆tn
∑
M

∑

l∈∂M\Γ
un+1

M

(
α(un+1

Ml
)− α(un+1

M )
) DM,l

δM,l

|l|

ainsi

∆tn
∑
M

∑

l∈∂M

un+1
M

(
b(un+1

M )− b(un+1
Ml

)
)
(−~q n

l · ~nM,l)
+ |l|

+ ∆tn
∑

l∈£h

(
un+1

M − un+1
Ml

) (
α(un+1

M )− α(un+1
Ml

)
) DM,l

δM,l

|l|

≤ 1

2

[∑
M

ΦM |M | (un
M)2 −

∑
M

ΦM |M | (un+1
M

)2

]

maintenant, du fait que

un+1
M

(
b(un+1

M )− b(un+1
Ml

)
) ≥ 1

2 sup(b′)

(
b(un+1

M )− b(un+1
Ml

)
)2 − [B(t)]

un+1
Ml

un+1
M

et

(
un+1

M − un+1
Ml

) (
α(un+1

M )− α(un+1
Ml

)
) ≥ 1

sup(α′)

(
α(un+1

M )− α(un+1
Ml

)
)2

on obtient

∆tn
2 sup(b′)

∑
M

∑

l∈∂M

(
b(un+1

Ml
)− b(un+1

M )
)2

(−~q n
l · ~nM,l)

+ |l|

+
∆tn

sup(α′)

∑

l∈£h

(
α(un+1

Ml
)− α(un+1

M )
)2 DM,l

δM,l

|l|

≤ 1

2

[∑
M

ΦM |M | (un
M)2 −

∑
M

ΦM |M | (un+1
M

)2

]
+ ∆tnCB (4.71)

donc par sommation sur n = 0, ....Nτ , on a
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1

2 sup(b′)

∑
n,M

∆tn
∑

l∈∂M

(
b(un+1

Ml
)− b(un+1

M )
)2

(−~q n
l · ~nM,l)

+ |l|

+
1

sup(α′)

∑

n,l∈£h

∆tn
(
α(un+1

Ml
)− α(un+1

M )
)2 DM,l

δM,l

|l|

≤ 1

2

[∑
M

ΦM |M | (u0
M

)2 −
∑
M

ΦM |M | (uNτ+1
M

)2

]
+ τCB

≤ 1

2
Φ+ |Ω|

∥∥u0
∥∥2

∞ + τCB

et finalement on obtient

∑

n,l

∆tn
(
b(un+1

Ml
)− b(un+1

M )
)2 |~q n

l · ~nM,l| |l| ≤
(
Φ+ |Ω|

∥∥u0
∥∥2

∞ + 2τCB

)
sup(b′)

∑

n,l

∆tn
(
α(un+1

Ml
)− α(un+1

M )
)2

DM,l |l| ≤
(
Φ+ |Ω|

∥∥u0
∥∥2

∞ + 2τCB

) sup(α′)β
2γ

h

Ceci complète la démonstration de la proposition 4.14.

4.5.3 Analyse du schéma semi-implicite

Proposition 4.15 Sous les hypothèses (H0)-(H10) et la condition CFL (4.56)

avec [CFL1 ≤ 1− ε], on a, pour le schéma semi-implicite (4.26)-(4.22), les es-

timations suivantes:

∑
n,l

∆tn
(
b(un

Ml
)− b(un

M)
)2 |~q n

l · ~nM,l| |l| ≤ C
sup(b′)

ε

et
∑
n,l

∆tn
(
α(un+1

Ml
)− α(un+1

M )
)2

DM,l |l| ≤ C
sup(α′)β

2γ
h

(4.72)

où

C := Φ+ |Ω|
∥∥u0

∥∥2

∞ + 2τqd |Γ1| sup (b′)

et ε est un petit paramètre indépendant de h et ∆t.
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Démonstration. De (4.26) on a

pour tout M ∈ Σh et n = 0, ..., Nτ − 1

un+1
M = wn

M +
∆tn

ΦM |M |
∑

l∈∂M

(
α(un+1

Ml
)− α(un+1

M )
) DM,l

δM,l

|l|

où

wn
M = un

M +
∆tn

ΦM |M |
∑

l∈∂M\Γ

(
b(un

Ml
)− b(un

M)
)
(−~q n

l · ~nM,l)
+ |l| (4.73)

et de (4.69), utilisons la condition CFL (4.56) avec [CFL2 ≤ 1− ε], on peut

écrire

∆tnε

2 sup(b′)

∑
M

∑

l∈∂M

(
b(un

Ml
)− b(un

M)
)2

(−~q n
l · ~nM,l)

+ |l|

≤ 1

2

[∑
M

ΦM |M | (un
M)2 −

∑
M

ΦM |M | (wn
M)2

]
+ ∆tnCB

et de

un+1
M

(
un+1

M − wn
M

)
=

∆tn
ΦM |M |

∑

l∈∂M\Γ
un+1

M

(
α(un+1

Ml
)− α(un+1

M )
) DM,l

δM,l

|l|

on a

∑
M

ΦM |M |
2

((
un+1

M

)2 − (wn
M)2

)

=
∑
M

ΦM |M |
(

un+1
M

(
un+1

M − wn
M

)− 1

2

(
un+1

M − wn
M

)2
)

≤ ∆tn
∑
M

∑

l∈∂M\Γ
un+1

M

(
α(un+1

Ml
)− α(un+1

M )
) DM,l

δM,l

|l|

et

∆tn
sup(α′)

∑

l∈£h

(
α(un+1

Ml
)− α(un+1

M )
)2 DM,l

δM,l

|l|

≤ 1

2

[∑
M

ΦM |M | (wn
M)2 −

∑
M

ΦM |M | (un+1
M

)2

]
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ainsi

∆tnε

2 sup(b′)

∑
M

∑

l∈∂M

(
b(un

Ml
)− b(un

M)
)2

(−~q n
l · ~nM,l)

+ |l|

+
∆tn

sup(α′)

∑

l∈£h

(
α(un+1

Ml
)− α(un+1

M )
)2 DM,l

δM,l

|l|

≤ 1

2

[∑
M

ΦM |M | (un
M)2 −

∑
M

ΦM |M | (un+1
M

)2

]
+ ∆tnCB (4.74)

donc par sommation sur n = 0, ....Nτ , on a

ε

2 sup(b′)

∑
n,M

∆tn
∑

l∈∂M

(
b(un

Ml
)− b(un

M)
)2

(−~q n
l · ~nM,l)

+ |l|

+
1

sup(α′)

∑

n,l∈£h

∆tn
(
α(un+1

Ml
)− α(un+1

M )
)2 DM,l

δM,l

|l|

≤ 1

2

[∑
M

ΦM |M | (u0
M

)2 −
∑
M

ΦM |M | (uNτ+1
M

)2

]
+ τCB

≤ 1

2
Φ+ |Ω|

∥∥u0
∥∥2

∞ + τCB

et finalement on obtient

∑
n,l

∆tn
(
b(un

Ml
)− b(un

M)
)2 |~q n

l · ~nM,l| |l| ≤
(
Φ+ |Ω| ‖u0‖2

∞ + 2τCB

) sup(b′)
ε

∑
n,l

∆tn
(
α(un+1

Ml
)− α(un+1

M )
)2

DM,l |l| ≤
(
Φ+ |Ω| ‖u0‖2

∞ + 2τCB

) sup(α′)β
2γ

h

Ceci complète la démonstration de la proposition 4.15.

Corollaire 4.16 Sous les hypothèses (H0)-(H10), les estimations suivantes

sont valides pour les schémas précédents (4.21), (4.25) et (4.26) sous les condi-

tions CFL appropriées :

∑
n,l

∆tn
∣∣b(uk

Ml
)− b(uk

M)
∣∣ |~q n

l · ~nM,l| |l| ≤ C1h
− 1

2

et
∑
n,l

∆tn
∣∣α(uk

Ml
)− α(uk

M)
∣∣ DM,l |l| ≤ C2

(4.75)
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pour k = n, n+1. Où C1

(
τ,qd, |Γ1| , Φ+, sup(b′), |Ω| , 1

ε
, ‖u0‖2

∞ , ‖~q‖∞
)

et C2

(
τ,qd, |Γ1| , Φ+, β,

1

γ
,D+, sup(b′), sup(α′), |Ω| , 1

ε
, ‖u0‖∞ , ‖~q‖∞

)

sont des constantes indépendantes de h et ∆t, avec ε = 1 si k = n + 1.

Démonstration. En effet pour k = n, n + 1, d’après les démonstrations des

propositions 4.13, 4.14 et 4.15 on a :

∑

n,l

∆tn
∣∣b(uk

Ml
)− b(uk

M)
∣∣ |~q n

l · ~nM,l| |l|

≤
(∑

n,l

∆tn
(
b(uk

Ml
)− b(uk

M)
)2 |~q n

l · ~nM,l| |l|
) 1

2
(∑

n,l

∆tn |~q n
l · ~nM,l| |l|

) 1
2

≤
(
Φ+ |Ω|

∥∥u0
∥∥2

∞ + 2τCB

) 1
2

(
sup(b′)

ε

) 1
2

(‖~q‖∞ τ)
1
2

(
1

2

∑
M

|∂M |
) 1

2

≤
(
Φ+ |Ω|

∥∥u0
∥∥2

∞ + 2τCB

) 1
2

(
sup(b′)

ε

) 1
2

(‖~q‖∞ τ)
1
2

(
1

2h

∑
M

|M |
) 1

2

≤
(
Φ+ |Ω| ∥∥u0

∥∥2

∞ + 2τCB

) 1
2

(
sup(b′)

ε

) 1
2

(‖~q‖∞ τ)
1
2

( |Ω|
2

) 1
2

h−
1
2

et

∑

n,l

∆tn
∣∣α(uk

Ml
)− α(uk

M)
∣∣DM,l |l|

≤
(∑

n,l

∆tn
(
α(uk

Ml
)− α(uk

M)
)2

DM,l |l|
) 1

2
(∑

n,l

∆tnDM,l |l|
) 1

2

≤
(
Φ+ |Ω|

∥∥u0
∥∥2

∞ + 2τCB

) 1
2

(
sup(α′)β

2εγ
h

) 1
2 (

D+τ
) 1

2

(
1

2

∑
M

|∂M |
) 1

2

≤
(
Φ+ |Ω|

∥∥u0
∥∥2

∞ + 2τCB

) 1
2

(
sup(α′)β

2εγ

) 1
2 (

D+τ
) 1

2

( |Ω|
2

) 1
2

Ce qui termine la démonstration du corollaire 4.16.
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4.6 Résultats de convergence

Dans cette section, on présente un résultat de convergence donné par le

théorème 4.18. Pour cela, on a besoin du lemme suivant :

Lemme 4.17 Sous les hypothèses (H0)-(H10), pour tous les schémas con-

sidérés ici, sous les conditions CFL appropriées, on a l’estimation BV faible

suivante [noté BV ∗(Qτ )]:

∑
n,M

∆tn |M | (α(un+1
M )− α(un

M)
)2

+
∑

n,l

∆tn |l|
(
α(un

Ml
)− α(un

M)
)2

≤ C [h + ∆t] (4.76)

où C

(
qd, |Γ1| , τ, Φ+, D+, |Ω| , ‖u0‖∞ , ‖~q‖∞ , sup (b) , sup(b′), sup(α′), [αb] (u0),

β

γ
,

1

Φ−
,

1

D−
,
1

ε

)

est une constante indépendante de h et ∆t, avec ε = 1 pour les schémas im-

plicites.

Démonstration. Par convention dans les notations, on pose k = n ou n+1

dans les schémas (4.21), (4.25) et (4.26).

On obtient ainsi, pour tout M ∈ Σh et n = 0, ..., Nτ − 1

un+1
M = un

M +
∆tn

ΦM |M |
∑

l∈∂M

(
b(uk

Ml
)− b(uk

M)
)
(−~q n

l · ~nM,l)
+ |l|

+
∆tn

ΦM |M |
∑

l∈∂M\Γ

(
α(uk

Ml
)− α(uk

M)
) DM,l

δM,l

|l|

donc

∑
M

ΦM |M | (α(un+1
M )− α(un

M)
) (

un+1
M − un

M

)

= ∆tn
∑
M

∑

l∈∂M

(
α(un+1

M )− α(un
M)

) (
b(uk

Ml
)− b(uk

M)
)
(−~q n

l · ~nM,l)
+ |l|

+ ∆tn
∑
M

∑

l∈∂M\Γ

(
α(un+1

M )− α(un
M)

) (
α(uk

Ml
)− α(uk

M)
) DM,l

δM,l

|l|

= Bn+1
k + An+1

k −Bn
k − An

k
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où s = n ou n + 1 et

As
k = ∆tn

∑
M

∑

l∈∂M\Γ
α(us

M)
(
α(uk

Ml
)− α(uk

M)
) DM,l

δM,l

|l|

Bs
k = ∆tn

∑
M

∑

l∈∂M

α(us
M)

(
b(uk

Ml
)− b(uk

M)
)
(−~q n

l · ~nM,l)
+ |l| .

Des propositions 4.13, 4.14 et 4.15, on a

∑
n

|As
k| =

∑
n

∣∣∣∣∣∆tn
∑

l∈£h

(
α(us

M)− α(us
Ml

)
) (

α(uk
Ml

)− α(uk
M)

) DM,l

δM,l

|l|
∣∣∣∣∣

≤
∑

n,l

∆tn
2

[(
α(us

M)− α(us
Ml

)
)2

+
(
α(uk

Ml
)− α(uk

M)
)2

] DM,l

δM,l

|l|

≤ C1 :=
(
Φ+ |Ω|

∥∥u0
∥∥2

∞ + 2τCB

) sup(α′)
2ε

et

∑
n

|Bs
k| ≤ α(u0)b(u0)qdτ |Γ1|

+
∑

n

∆tn
∑

l∈£h

∣∣α(us
M)− α(us

Ml
)
∣∣ ∣∣b(u)k

l

∣∣ |~q n
l · ~nM,l| |l|

≤ αb(u0)qdτ |Γ1|+
∑

n,l

∆tn
2

[(
α(us

M)− α(us
Ml

)
)2

+
(
b(u)k

l

)2 |~q n
l · ~nM,l|2 |l|2

]

≤ αb(u0)qdτ |Γ1|+
(
Φ+ |Ω|

∥∥u0
∥∥2

∞ + 2τCB

) sup(α′)βD−
4εγ

h

+
1

2
(sup (b))2 (‖~q‖∞ τ)

( |Ω|
2h

)
hd−1 ≤ C2

ainsi

∑
n,M

ΦM |M | (α(un+1
M )− α(un

M)
)2

≤ sup(α′)
∑
n,M

ΦM |M | (α(un+1
M )− α(un

M)
) (

un+1
M − un

M

)

≤ 2 sup(α′) (C1 + C2)
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finalement

∑
n,M

Φ− |M | (α(un+1
M )− α(un

M)
)2 ≤ 2 sup(α′) (C1 + C2)

or d’après les propositions 4.13, 4.14 et 4.15 on a

∑

n,l

∆tn
(
α(un

Ml
)− α(un

M)
)2

D− |l| ≤ C3h

et par suite

∑
n,M

∆tn |M | (α(un+1
M )− α(un

M)
)2 ≤ C∆t

∑

n,l

∆tn |l|
(
α(un

Ml
)− α(un

M)
)2 ≤ Ch

où C := max

(
2 sup(α′) (C1 + C2)

Φ−
,

C3

D−

)
. Ce qui donne l’estimation BV faible

cherchée.

Introduisons maintenant la solution faible u pour le problème homogène

associé à (Pd), pour u|Γ1 = 0, soit :





u : ]0, τ [ −→ W0; 0 ≤ u(x, t) ≤ 1 p.p. dans Qτ (i)

ut ∈ L2(0, τ ; W
′
) et α(u) ∈ L2(0, τ ; W ) (ii)∫ ∫

Qτ
[Φuvt + (b(u)~q −K∇α(u)) · ∇v] dtdx

+
∫

Ω
Φu0v (x, 0) dx = 0 ∀v ∈ V (iii)

(4.77)

où les espaces fonctionnels W , W0 et V sont définis par :

W = {w ∈ H1 (Ω) ; w = 0 sur Γ3}
W0 = {u ∈ L2 (Ω) ; α (u) ∈ W ; α (u) = 0 sur Γ1}
V =

{
v ∈ C1(0, τ ; C2(Ω̄)); v(., τ) ≡ 0 et v = 0 sur Γ1 ∪ Γ3

}

Le problème non homogène sera étudié dans la Remarque 4.19.

On définit l’approximation uh par uh := uh (x, t) pour tout (x, t) ∈ M ×
[tn, tn+1[, nous avons ainsi le résultat suivant :



134 Convergence pour des maillages non-structurés dans IRd

Théorème 4.18 Sous les hypothèses (H0)-(H10) la solution approchée uh

donnée par le schéma (4.21)-(4.22), ou par le schéma (4.26)-(4.22), avec les

conditions CFL appropriées, ou par le schéma (4.25)-(4.22) sans aucune condi-

tion CFL, converge vers u dans L2(Qτ ) quand h et ∆t tendent vers zéro.

Démonstration. Pour montrer la convergence de uh vers la solution faible

définie par (4.77), nous passons à la limite dans les équations discrètes.

On pose α̃h := α (uh) dans Qτ et α̃h := 0 dans
(
IRd × IR+

) \Qτ , des proposi-

tions 4.9, 4.11 et du lemme 4.17, (α̃h) est bornée dans L∞(IRd×IR+)∩BV ∗(IRd×
IR+), donc (α̃h) est relativement compacte dans L2(Qτ ) (voir Eymard & al.

[ EGH00, EGN98]). On peut ainsi extraire une sous-suite, encore notée α̃h, telle

que

α̃h −→ α∗ dans L2(Qτ ) et α∗ ∈ L2(0, τ ; H1
Γ1∪Γ3

(Ω)) (4.78)

où H1
Γ1∪Γ3

(Ω) = {w ∈ H1 (Ω) ; w = 0 sur Γ1 ∪ Γ3}, d’où

uh −→ u∗ = α−1 (α∗) sur L2(Qτ ) et u∗ ∈ L2(0, τ ; W0) (4.79)

A ce stade, on conclut que u∗ vérifie (4.77)-(i) , (ii). Il reste à montrer que u∗

satisfait (4.77)-(iii). Pour cela, soit v ∈ V une fonction test et notons par vn
M :=

v (xM , tn). En multipliant les schémas (4.21), (4.25) ou (4.26) par
|M | vn

MΦM

∆tn
,

on obtient après sommation

∑
n,M

∆tn |M | vn
MΦM

un+1
M − un

M

∆tn
+

∑
n,M

∆tnv
n
M

∑

l∈∂M

b(u)k
l (~q n

l · ~nM,l) |l|

=
∑
n,M

∆tnv
n
M

∑

l∈∂M\Γ

(
α(uk

Ml
)− α(uk

M)
) DM,l

δM,l

|l| (4.80)

où k = n ou n + 1. On transforme la première somme dans (4.80) sous la forme

suivante
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−
∑
M

|M | v0
MΦMu0

M +
∑
n,M

∆tn |M |ΦMun+1
M

vn
M − vn+1

M

∆tn

+
∑
n,M

∆tnvn
M

∑

l∈∂M

b(u)k
l (~q n

l · ~nM,l) |l|

=
∑
n,M

∆tnvn
M

∑

l∈∂M\Γ

(
α(uk

Ml
)− α(uk

M)
) DM,l

δM,l

|l| (4.81)

Prenons en considération les hypothèses sur le données et utilisons le théorème

de Lebesgue, il vient quand h et ∆t tendent vers 0

−
∑
M

|M | v0
MΦMu0

M −→ −
∫

Ω

Φu0v (x, 0) dx

∑
n,M

∆tn |M |ΦMun+1
M

vn
M − vn+1

M

∆tn
−→ −

∫ ∫

Qτ

Φu∗vtdtdx

et de même on a

∑
n,M

∆tvn
M

∑

l∈∂M

b(u)k
l ~q

n
l · ~nM,l |l|

=
∑
n,M

∆tnv
n
M

∑

l∈∂M

(
b(u)k

l − b(uk
M)

)
~q n
l · ~nM,l |l|

=
∑
n,M

∆tn
∑

l∈∂M

(
b(u)k

l − b(uk
M)

)
~q n
l · ~nM,l |l| (vn

M − vn
l )

−
∑
n,M

∆tn
∑

l∈∂M

vn
l b(uk

M)~q n
l · ~nM,l |l|

= R−
∑
n,M

∆tnb(uk
M)

∑

l∈∂M

∫

l

vn~q n
l · ~nM,lds

où

|R| ≤
∑
n,M

∆tn
∑

l∈∂M

∣∣b(u)k
l − b(uk

M)
∣∣ |~q n

l · ~nM,l| |l| |vn
M − vn

l |

Ainsi en utilisant l’estimation donnée par la remarque 4.16, on obtient

|R| ≤ c(v)h
∑

n,l

∆tn
∣∣b(uk

Ml
)− b(uk

M)
∣∣ |~q n

l · ~nM,l| |l| ≤ c(v)Ch
1
2 −→ 0
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et

−
∑
n,M

∆tnb(uk
M)

∑

l∈∂M

∫

l

vn~q n
l · ~nM,lds = −

∑
n,M

∆tn

∫

M

b(uk
M)div(~q n

l vn)dx

= −
∑
n,M

∆tn

∫

M

b(uk
M)~q n

l · ∇vndx

−→ −
∫ ∫

Qτ

b(u∗)~q · ∇vdtdx

donc

∑
n,M

∆tnv
n
M

∑

l∈∂M

b(u)k
l ~q

n
l · ~nM,l |l| −→ −

∫ ∫

Qτ

b(u∗)~q · ∇vdtdx

Le dernier terme de (4.81) peut s’écrire sous la forme suivante

−
∑
n,M

∆tnα(uk
M)

∑

l∈∂M\Γ

(
vn

Ml
− vn

M

) DM,l

δM,l

|l|

=
∑
n,M

∆tnα(uk
M)

∑

T∩M 6=∅

∑

l∈∂M∩T\Γ

(
vn

Ml
− vn

M

) |T |∇φMl,T ·KT∇φM,T

= −
∑
n,M

∆tnα(uk
M)

∑

T∩M 6=∅

∑

l∈∂M∩T\Γ
(∇vn

T ·KT nM,l |l|)

= −
∑
n,M

∆tnα(uk
M)

∑

l∈∂M\Γ
Kl∇vn

l · ~nM,l |l|

et

−
∑
n,M

∆tnα(uk
M)

∑

l∈∂M\Γ
Kl∇vn

l · ~nM,l |l|

=
∑
n,M

∆tnα(uk
M)

∑

l∈∂M∩Γ

Kl∇vn
l · ~nM,l |l| −

∑
n,M

∆tnα(uk
M)

∑

l∈∂M

Kl∇vn
l · ~nM,l |l|

−→
∫ τ

0

∫

Γ

α(u∗) (K (x)∇v) · ~ndsdt−
∫ ∫

Qτ

α(u∗)div (K (x)∇v) dtdx

=

∫ ∫

Qτ

K (x)∇α(u∗) · ∇vdtdx
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Finalement, passons à la limite dans (4.81), il vient que

∫ ∫

Qτ

[Φu∗vt + (b(u∗)~q −K∇α(u∗)) · ∇v] dtdx +

∫

Ω

Φu0v (x, 0) dx = 0

Donc u∗ est une solution faible pour le problème (1.41) qui admet une unique

solution u. Ainsi la suite (uh) converge vers u, ce qui termine la démonstration

du théorème 4.18.

Remarque 4.19 (Problème non homogène). Soit Ũ la solution du problème

suivant : 



Ũ ∈ H1 (Ω)

−div
(
K(x)∇Ũ

)
= 0 dans Ω

Ũ |Γ1 = α (u0) , K∇Ũ · ~n|Γ2 = 0 et Ũ |Γ3 = 0

et

Ũh =

{
ŨM := 1

|M |
∫

M
Ũ (x) dx dans M ∈ Σh

Ũl := 1
|l|

∫
l
Ũ (s) ds sur l ∈ Γ

D’après le lemme 2 de Eymard & al. [ EGH99] basé sur l’inégalité de trace,

on a l’estimation suivante:

∑

l∈£h

(
ŨMl

− ŨM

)2

+
∑

l∈Γ

(
ŨMl

− Ũl

)2

≤ C
∥∥∥Ũ

∥∥∥
2

H1(Ω)

Et par suite pour le problème non homogène (Pd), on pose α̃h := α (uh)−Ũh dans

Qτ et α̃h := 0 dans
(
IRd × IR+

) \Qτ , ainsi la démonstration du théorème 4.18

précédent reste valable pour α̃h.

4.7 Conclusion

Dans ce chapitre on a formulé et analysé des schémas volumes finis pour une

équation non linéaire multi-dimensionnelle de convection-diffusion dégénérée.

Nous avons analysé trois familles de tels schémas. Après avoir établi que les
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schémas sont L∞ stables et satisfont une estimation BV faible, sous les condi-

tions CFL appropriées, nous avons obtenu un résultat de convergence vers la

solution faible du problème. Ceci en introduisant un maillage adéquat permet-

tant de préserver le principe du maximum discret sur un maillage déstructuré.
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écoulements diphasiques en

milieu poreux

139





Chapitre 5

Simulations numériques dans le

cas mono-dimensionnel

5.1 Introduction

Dans ce chapitre, on présente les résultats numériques obtenus en utilisant

les schémas volumes finis décrits dans le chapitre 2, pour un fluide immi- sci-

ble et incompressible en milieu poreux modélisé par le problème (P1) (2.1). Les

résultats numériques obtenus par les schémas (2.14) (2.20) et (2.17) du chapitre 2,

seront comparés à un schéma explicite qui traite séparement le terme de convec-

tion par un schéma de Godunov decentré amont et le terme de diffusion par une

méthode d’éléments finis mixte [ CHJ86, CHS82, DAW93].

Les systémes non linéaires résultants des schémas implicite (2.17) et semi

implicite (2.20), seront résolus par une méthode de prédiction-correction décrite

dans (2.34) et (2.33).

Dans une première section, on présentera les données physiques du problème.

Dans la deuxième section, on donnera des simulations numériques pour les

schémas vus au chapitre 2, pour différentes valeurs de la condition CFL. La

dernière section, consiste à donner une comparaison des temps CPU et l’erreur

relative l1 pour ces différents schémas. Les résultats de ce chapitre sont publiés

dans [ AFA97].
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5.2 Données du problème

Nous traitons le déplacement d’huile (o) par l’eau (w) dans un échantillon

de carotte poreuse horizontale. Nous étudions le processus pour une injection

d’eau dans la limite gauche de la carotte poreuse et avant le temps de percée.

Les expressions des fonctions non-linéaires a diffusion capillaire, et b fraction

du flux, sont données par les quantités physiques suivantes :

a(u) =
kw(u)ko(u)

kw(u) + ko(u)
p′c(u), b(u) =

kw(u)

kw(u) + ko(u)

avec

kw(u) =
krw(u)

µw

, ko(u) =
kro(u)

µo

où krs, s = w, o, sont les perméabilités relatives, µs est la viscosité de la

phase s et pc est la pression capillaire. Pour plus de détails sur les données

physiques on se réfère à [ BEB91, MAR81].

Dans ces simulations, les perméabilités relatives utilisées sont de la forme

(voir [ YOU84]) :

krw(u) =
1

2
u3, kro(u) = (1− u)3

la pression capillaire

pc(u) = − [(1− u) /u]1/2

et la condition initiale

u0 (0) = 1, u0 (x) = 0 pour tout x ∈ ]0, 1]

On prendra une valeur constante pour la porosité Φ (x) = 0.2, et de même pour

la perméabilité absolue K (x) = 0.2, la viscosité de l’eau µw = 1 et la viscosité

de l’huile µo = 3.

Les fonctions non linéaires : a (diffusion capillaire), b (fraction du flux), pc

(pression capillaire) et krw, kro (perméabilités relatives), sont représentées dans

les figures 5.1-5.2.
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Fig. 5.1: Pression capillaire pc et Permébilités relatives kr,i
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Fig. 5.2: Diffusion capillaire a(u) et fraction du flux b(u)

5.3 Simulations numériques

Les résultats numériques utilisant les schémas volumes finis sont présentés et

comparés avec une méthode standard [ CHJ86, CHS82, DAW93] qui traite le
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terme diffusion avec une méthode d’éléments finis mixte. Les méthodes volumes

finis fournissent une meilleure approximation de la solution du problème (P1).

Ici nous présentons quelques simulations pour illustrer nos résultats de sta-

bilités et de convergences. On note par : (E.F.V.) le schéma volumes finis ex-

plicite, (I.F.V.) le schéma volumes finis implicite, (S-I.F.V.) le schéma volumes

finis semi-implicite et (M.F.E.) le schéma éléments finis mixte (voir Chavent &

Salzano [ CHS82]). La condition CFL pour le schéma (M.F.E.) est de la forme

suivante :

CFL3 :=
∆t

h
C1 sup

0≤s≤1
b′ (s) +

3

2

∆t

h2
C2 sup

0≤s≤1
a (s) > CFL1 > CFL2

Les systèmes non linéaires décrits par les schémas (2.17) et (2.20) sont résolus

par une méthode de prédiction-correction illustrée par les relations (2.33) et

(2.34), puis par une décomposition L.U pour les systèmes linéaires tridiagonaux

associés (Pour la subroutine L.U utilisé voir Press & al. [ PTV92]).

5.3.1 Profil de la saturation en fonction de la CFL

La variation des profils de la saturation en fonction de la CFL pour les dif-

ferents schémas est présentée dans les figures 5.3, 5.4, 5.5 et 5.6. On remaque

que le schéma (E.F.V.) devient instable pour des valeurs de la CFL1 ≥ 2, le

schéma (M.F.E.) pour des valeurs de la CFL3 ≥ 1.5, le schéma (S-I.F.V.) pour

des valeurs de la CFL2 ≥ 2 et le schéma (I.F.V.) reste stable pour différentes

valeurs de la CFL2, sauf qu’il y a une perte de précision.

5.3.2 Approximation autour du front raide

Les comparaisons entre les différents schémas, avec un zoom autour de la

discontinuité dans le profil de saturation, sont présentées dans les figures 5.7

et 5.8. On remarque que les schémas explicites (E.F.V.) et (M.F.E.) donnent

presque les mêmes résultats et pour les schémas implicites (I.F.V.) et (S-I.F.V.),

c’est le schéma (S-I.F.V.) qui approche le mieux le front raide.



5.3 Simulations numériques 145

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

CFL1:1.00

CFL1:1.50

CFL1:2.00

Fig. 5.3: Profil de saturation (E.F.V.) en fonction de la CFL1
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Fig. 5.4: Profil de saturation (M.F.E.) en fonction de la CFL3
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Fig. 5.5: Profil de saturation (S-I.F.V.) en fonction de la CFL2
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Fig. 5.6: Profil de saturation (I.F.V.) en fonction de la CFL2
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Fig. 5.7: Saturation pour h = 10−3, Schémas E.F.V. et M.F.E.
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Fig. 5.8: Saturation pour h = 10−3, Schémas S-I.F.V. et I.F.V.
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5.3.3 Comparaisons du temps CPU et de l’erreur l1

Comme il est difficile de construire un problème modèle avec une solution

exacte, on utilise pour solution exacte, une solution numérique obtenue à l’aide

d’une discrétisation “très fine”. Dans le Tableau 5.1 on présente le temps CPU

pour différentes valeurs du pas h. Dans le Tableau 5.2 on présente l’erreur

relative l1 pour différentes valeurs du pas h.

La condition CFL2 = 1.5 est choisie pour le schéma (I.F.V.) pour avoir le

même temps CPU que le schéma (S-I.F.V.) et pouvoir comparer l’erreur l1 entre

ces deux schémas.

h E.F.V. M.F.E. S-I.F.V. I.F.V.

CFL1 = 1 CFL3 = 1 CFL2 = 1 CFL2 = 1.5

5.10−2 0·15 s 0·30 s 0·28 s 0·30 s

1.10−3 12·77 s 27·22 s 6·92 s 6·90 s

5.10−4 96·60 s 205·56 s 27·92 s 27·82 s

Tab. 5.1: Temps C.P.U pour τ = 0.1

h E.F.V. M.F.E. S-I.F.V. I.F.V.

CFL1 = 1 CFL3 = 1 CFL2 = 1 CFL2 = 1.5

5.10−2 1·22 10−2 1·23 10−2 8·10 10−3 4·07 10−2

1.10−3 2·81 10−3 2·79 10−3 1·80 10−3 6·88 10−3

5.10−4 1·56 10−3 1·58 10−3 1·07 10−3 1·50 10−3

Tab. 5.2: Erreur relative L1

On remarque que les schémas explicites (E.F.V.) et (M.F.E.) demandent en

général un temps CPU trés grand dû à la condition CFL. En outre, le schéma

volumes finis semi-implicite donne une meilleure approximation avec un meilleur

temps CPU par rapport aux autres schémas.
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5.4 Conclusion

Les schémas numériques étudiés au chapitre 2, ont été testés pour le cas

d’un écoulement diphasique immiscible et incomprescible en milieu poreux mono-

dimensionnel. La solution approchée qui utilise une approche volumes finis a été

comparée à une solution numérique obtenue par une méthode standard qui traite

le terme de la diffusion avec des éléments finis mixtes. Les résultats numériques

indiquent que la méthode des volumes finies est bien adaptée à la discrétisation

de ce problème. Les solutions approchées calculées satisfont le principe du max-

imum discret et sont monotones. De plus le front raide est approché d’une

manière efficace. En outre, le schéma volumes finis semi-implicite donne un

meilleur rapport qualité prix par rapport aux autres schémas.



Chapitre 6

Simulations numériques dans le

cas bi-dimensionnel

6.1 Introduction

D
ans ce chapitre, on présente des résultats numériques dans le cas bi-

dimensionnel obtenus en utilisant les schémas volumes finis décrits dans

les chapitres 3 et 4 pour un fluide immiscible et incompressible en milieu poreux

modélisé par le problème (1.33). On donnera en premier une simulation numérique

pour le cas d’un réservoir hétérogène avec un maillage régulier en utilisant le

schéma semi-implicite (3.7) vu au chapitre 3. Les résultats numériques obtenus

par les schémas (E.F.V.), (I.F.V.) et (S-I.F.V.) du chapitre 4 seront présentés et

comparés entre eux pour différents exemples de réservoirs homogène, hétérogène,

isotrope et anisotrope. On donnera aussi une comparaison des temps (C.P.U.)

pour les différents schémas.

La résolution des systèmes non linéaires résultants des schémas implicite et

semi-implicite, se fait par un procédé de prédiction-correction plus une méthode

du Gradient Conjugué préconditionné ou double Gradient Conjugué préconditionné

dans le cas de système non symétrique. Pour l’algorithme du DGCP on se réfère

à Joly & al. [ JOE90, JOV95]. Les résultats de ce chapitre sont publiés

séparement dans [ AFI99, AFA99, AFA00, AFA01].
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6.2 Données du problème

Nous traitons le déplacement d’huile (o) par l’eau (w) dans un réservoir

poreux carré bi-dimensionnel horizontal. Nous étudions le processus pour une

injection d’eau à partir d’un puits situé au coin gauche inférieur de l’échantillon

et un puits de production au coin droit supérieur, les puits sont représentés cha-

cun par une partie de la frontière. Les expressions des fonctions non linéaires :

de la diffusion capillaire a, de la fraction du flux b, de la pression capil-

laire pc et des perméabilités relatives krw, kro sont les mêmes que celles

du chapitre 5 (cf.§ 5.2). La mobilité totale d (voir figure 6.1) est donnée

par : d (u) := kw (u) + ko (u),

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

d(u)

Fig. 6.1: Mobilité totale d(u)

La pression globale P et la vitesse de filtration totale ~q sont données par

l’équation suivante (voir (1.34) chapitre 1) :

(Ed)

{
~q = −d(u)K(x)∇P ; div (~q) = 0 dans Qτ

~q · ~n|Γ1 = −qd; ~q · ~n|Γ2 = 0; P |Γ3 = P0 sur [0, τ [
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Pour une approximation précise de la vitesse totale ~q pour chaque pas de

temps, on utilise une méthode d’éléments finis mixte duale hybride détaillée

dans l’annexe A.

Dans les simulations qui suivent, les perméabilités relatives utilisées sont

de la forme :

krw(u) =
1

2
ur1, kro(u) = (1− u)r2 (6.1)

où r1 et r2 sont à préciser pour chaque exemple, la pression capillaire

pc(u) = − [(1− u) /u]1/2

et la condition initiale

u0|Γ1 = 1, u0 (x) = 0 pour tout x ∈ Ω\Γ1

On prendra une valeur constante pour la porosité Φ (x) = 0.2 et la pression au

puits de production P0 = 0, le débit au puits d’injection qd sera précisé pour

chaque exemple.

6.3 Maillage rectangulaire

Dans cette section, nous présentons des résultats numériques en 2-D pour un

maillage rectangulaire dans un réservoir hétérogène isotrope Ω = ]0, 1[ ×
]0, 1[.

Le test a été effectué par le schéma semi-implicite (3.7) sur un quart de

five-spot de 30×30 mailles rectangulaires.

Les perméabilités absolues selon les zones sont: K = 10. Darcy dans les blocs

rouges, K = 1. Darcy dans les blocs verts et K = 0.1 Darcy dans les blocs bleus

(voir Figure 6.2).

On prendra une valeur constante pour le débit au puits d’injection qd = 1,

la viscosité de l’eau µw = 1 et la viscosité de l’huile µo = 3. Les puissances dans

les formules des perméabilités relatives (6.1), sont r1 = 3 et r2 = 3.

Les vitesses de filtration sont représentées dans la figure 6.3 et les contours

de la saturation dans la figure 6.4.
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Fig. 6.2: Distribution des perméabilités absolues K(x, y)

Pour une distribution donnée de la vitesse totale ~q (voir Figure 6.3), on

obtient une répartition de la saturation u (voir Figure 6.4) qui suit les fortes

distributions des perméabilités, ce qui correspond au problème physique. Les

résultats numériques ainsi obtenus prouvent l’efficacité de la méthode volumes

finis utilisée ici pour ce problème d’ecoulement diphasique en milieu poreux.

Cependant, l’usage d’un maillage rectangulaire induit en général de la diffusion

numérique.
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6.4 Maillage non structuré

6.4.1 Test 1: domaine homogène et isotrope

Dans cet exemple, on présente les résultats numériques pour un réservoir

homogène et isotrope Ω = ]0, 0.1[×]0, 0.1[ (voir figure 6.5), avec une perméabilité

absolue égale à 1 Darcy.

On prendra une valeur constante pour le débit au puits d’injection qd = 1.4,

la viscosité de l’eau µw = 1 et la viscosité de l’huile µo = 3. Les puisances dans

les formules des perméabilités relatives (6.1), sont r1 = 5 et r2 = 3.

Les vitesses de filtration sont représentées dans la figure 6.6, les contours de

la saturation dans la figure 6.7 et une coupe du profil de la saturation, entre le

puits d’injection et le puits de production, dans la figure 6.8.

Le test de comparaison entre les différents schémas volumes finis a été effectué

pour un maillage à Ne = 3690 éléments avec un pas h = 1.8 10−3.

Ne = 3690 E.F.V. CFL1 = 1 S-I.F.V. CFL2 = 1 I.F.V. CFL2 = 10

h=1·8 10−3 dt=1·3 10−5 dt=2·4 10−5 dt=2·4 10−4

C.P.U. 2mn25·47s 1mn42·13s 1mn00·44s

Tab. 6.1: Temps C.P.U. Test 1

On remarque que le schéma explicite (E.F.V.) demande plus de temps de

calcul que les schémas implicites (I.F.V.) et (S-I.F.V.); de plus pour le schéma

implicite (I.F.V.) on a pu prendre un ∆t dix fois suppérieur au ∆t pris pour le

schéma (S-I.F.V.), ce qui n’est pas toujours possible vu que ça peut engendrer

une diffusion numérique importante (voir le cas d’un milieu anisotrope cf.§ 6.4.3).



6.4 Maillage non structuré 157

Fig. 6.5: Maillage de Ω = ]0, 0.1[× ]0, 0.1[
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Fig. 6.7: Les contours de la saturation
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Fig. 6.9: Variation du profil de la saturation au cours du temps
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6.4.2 Test 2: chenal hétérogène et anisotrope

Dans cet exemple, on présente les résultats numériques pour un réservoir hé-

térogène et anisotrope Ω = ]0, 1[×]0, 1[ (voir figure 6.10), avec trois différentes

valeurs de perméabilité absolue, variant entre 0.1 Darcy et 10 Darcy.

Les perméabilités absolues selon les zones sont : K = 10K0 dans les blocs

jaunes, K = K0, dans les blocs verts et K = 0.1K0 dans les blocs rouges, avec :

K0 =

(
1.0 0.3

0.3 1.0

)

On prendra une valeur constante pour le débit au puits d’injection qd = 0.5,

la viscosité de l’eau µw = 1 et la viscosité de l’huile µo = 10. Les puisances dans

les formules des perméabilités relatives (6.1), sont r1 = 3 et r2 = 3.

Vu que le tenseur de pérméabilité n’est pas diagonal, le maillage se fait sur

Ω0 := U0 (Ω) une transformation de Ω par l’application linéaire U0 tel que

adj [K0] = [U0]
t [U0] (voir figure 6.11), ce qui permet la prise en compte des

hétérogénéités anisotropiques du réservoir (voir chapitre 4 cf. § 4.3.6).

Le test a été effectué par le schéma semi-implicite (4.26) avec un maillage

à Ne = 3642 éléments soit un pas h = 1.24 10−2, pour une CFL2 = 1 soit

∆t = 2.46 10−4.

On remarque que la vitesse de filtration totale ~q (voir figure 6.12) et les

contours de la saturation (voir figure 6.13) suivent les zones de forte perméabilité,

ce qui correspond bien au problème physique.

Bien que l’étude théorique a été faite pour une modélisation avant le temps

de percée, le code numérique réalisé prend en compte le modèle après le temps

de percée.
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Injection 

Production

K

10K

0.1K

Fig. 6.10: Chenal hétérogène et anisotrope Ω

Fig. 6.11: Maillage de Ω0 = U0 (Ω)
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6.4.3 Test 3: milieu stratifié et anisotrope

Dans cet exemple, on présente les résultats numériques pour un réservoir

stratifié et anisotrope Ω = ]0, 1[×]0, 1[ (voir figure 6.14), avec deux différentes

valeurs de perméabilité absolue :

K =

(
1.0 10−5

10−5 1.0

)
pour y ∈ [0.4, 0.7] zone jaune

et K =

(
1.0 0.2

0.2 1.0

)
pour y ∈ ]0, 0.4[ ∪ ]0.7, 1[ zones vertes

On injecte de l’eau à un débit constante qd = 1 sur toute la partie gauche du

réservoir ({0} × [0, 1]) et la production se fait par la partie droite du réservoir

({1} × [0, 1]) à pression constante P0 = 0. La viscosité de l’eau µw = 1 et la

viscosité de l’huile µo = 10. Les puisances dans les formules des perméabilités

relatives (6.1), sont r1 = 3 et r2 = 3.

Cet exemple illustre l’effet de l’hétérogénéité anisotropique, vu que les con-

tours de pression (figure 6.15) et de saturation (figure 6.16) subissent une déformation

non symétrique dûe aux valeurs non diagonales dans le tenseur de pérméabilité.

Le test de comparaison a été effectué pour un maillage à Ne = 3384 éléments

avec un pas h = 2.2 10−2.

Ne = 3384 E.F.V. CFL1 = 1 S-I.F.V. CFL2 = 1 I.F.V. CFL2 = 3

h=2·2 10−2 dt=2·0 10−4 dt=4·4 10−4 dt=1·4 10−3

C.P.U. 0mn08·19s 0mn06·23s 0mn07·76s

Tab. 6.2: Temps C.P.U. Test 3

On remarque aussi une diffusion numérique pour le schéma implicite (I.F.V.)

à partir d’une CFL2 = 3, par rapport aux autres schémas (voir figure 6.17).
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Fig. 6.14: Réservoir stratifié et anisotrope Ω
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Fig. 6.15: Les contours de la pression
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Fig. 6.16: Les contours de la saturation
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6.4.4 Test 4: milieu hétérogène et anisotrope

Dans cet exemple, on présente les résultats numériques pour un réservoir

hétérogène et anisotrope Ω = ]0, 1[ × ]0, 1[ (voir figure 6.18), avec quatre

différentes valeurs de perméabilité absolue, variant entre 10−4 Darcy et 1 Darcy :

K =

(
1.0 0.2

0.2 1.0

)
dans le bloc jaune, K = 10−2.Id dans le bloc vert,

K = 5.10−3.Id dans les blocs rouges et K = 10−4.Id dans le bloc bleu

On prendra une valeur constante pour le débit au puits d’injection qd = 1, la

viscosité de l’eau µw = 1 et la viscosité de l’huile µo = 3. Les puisances dans les

formules des perméabilités relatives (6.1), sont r1 = 3 et r2 = 3.

Les vitesses de filtration sont représentées dans la figure 6.19, les contours

de la saturation dans la figure 6.20, le profil de la saturation dans la figure 6.22,

et une coupe du profil de la saturation entre le puits d’injection et le puits de

production dans la figure 6.21.

Le test de comparaison a été effectué pour un maillage à Ne = 3082 éléments

avec un pas h = 1.8 10−2.

Ne = 3082 E.F.V. CFL1 = 1 S-I.F.V. CFL2 = 1 I.F.V. CFL2 = 2

h=1·8 10−2 dt=1·3 10−4 dt=2·2 10−4 dt=4·4 10−4

C.P.U. 1mn45·93s 1mn09·99s 1mn06·95s

Tab. 6.3: Temps C.P.U. Test 4

Dans cet exemple, on illustre l’écoulement d’un fluide à travers un réservoir

avec des variations discontinues de la pérméabilité absolue. Le fluide se déplace

initialement à partir du puits d’injection d’une manière uniforme, puis il subit

l’influence des variations de pérméabilité, en suivant les zones de forte pérméabilité.

On remarque aussi une bonne approche du front de saturation au tour des

fortes discontinuités de la pérméabilité. Ceci montre l’efficacité des schémas

numériques proposés ici.
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Fig. 6.18: Réservoir hétérogène et anisotrope Ω
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Fig. 6.20: Les contours de la saturation
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6.5 Conclusion

Les schémas numériques, étudiés dans les chapitre 3 et 4, ont été testés

pour des cas d’écoulement diphasique immiscible et incompressible en milieu

poreux bi-dimensionnel. Une méthode d’éléments finis mixte duale hybride est

utilisée pour obtenir une bonne approximation de la vitesse totale. Les résultats

numériques indiquent que la méthode des volumes finis est bien adaptée à la

discrétisation de ce problème. Les solutions numériques obtenus satisfont le

principe du maximum discret et sont monotones. De plus les hétérogénéités

anisotropiques du milieu poreux sont prises d’une manière efficace. En outre, les

schémas volumes finis semi-implicite et implicite donnent un meilleur temps de

calcul par rapport au schéma explicite.
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Conclusion Générale

N
ous avons développé et analysé des schémas numériques de type volumes

finis, pour un problème de convection-dominante diffusion-dégénérée pa-

rabolique non linéaire, issu de la modélisation des écoulements diphasiques de

fluides en milieu poreux.

Nous avons traité et analysé trois familles de schémas volumes finis (explicite

implicite et semi-implicite). Après avoir établi que les schémas sont L∞ et BV

stables, sous les conditions CFL appropriées et satisfont le principe du maxi-

mum discret, on obtient des résultats de convergence, vers la solution faible du

problème, dans L1 pour des maillages réguliers en 1-D et 2-D, et dans L2 pour des

maillages non structurés en dimension multiple, ceci en introduisant une tech-

nique de maillage adéquate permettant de préserver le principe du maximum

discret sur des maillages déstructurés.

Des résultats numériques sont présentés en 1-D, qui confirment, la stabilité

des schémas numériques proposés et l’efficacité du schéma semi-implicite en

temps de calcul (C.P.U.). En dimension deux, les résultats numériques obtenus

montrent que la méthode des volumes finis est bien adaptée à la discrétisation

de ce problème. Les solutions approchées calculées satisfont le principe du max-

imum discret et sont monotones. De plus les hétérogénéités anisotropiques du

milieu poreux sont prises d’une manière efficace. En outre, les schémas volumes

finis semi-implicite et implicite donnent un meilleur temps de calcul par rapport

au schéma explicite.

Le code numérique réalisé prend en compte le couplage entre une équation

parabolique non linéaire dégénérée et une famille d’équations elliptiques paramétrées

par le temps. Ceci montre l’efficacité des schémas numériques proposés ici, qui
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combinent une méthode d’éléments finis mixte hybride pour l’équation elliptique

en pression et une méthode de volumes finis pour l’équation parabolique en sat-

uration.

Remarques et perspectives

L’analyse des schémas numériques présentés ici, pour le problème forte-

ment couplé reste ouvert. Il est à noter que l’estimation de la vitesse de filtration

~q dans L∞, introduite comme hypothèse dans notre cas, est un problème ouvert

pour l’équation elliptique en pression.

Les simulations numériques en 3-D, sont aujourd’hui d’une grande impor-

tance dans l’industrie pétrolière, et mérite d’être abordées.

Nous nous somme concentrés dans ce travail sur l’étude de la convergence

des schémas numériques, il serait aussi utile d’étudier les estimations d’erreur

pour ces schémas volumes finis.



Annexe A

Rappels sur les éléments finis

mixtes hybrides

L
a modélisation de nombreux problèmes physiques conduit parfois à la

résolution de problèmes d’équations aux dérivées partielles elliptiques.

Atitre d’exemple, l’équation en pression dans la modélisation des écoulements

diphasiques en milieux poreux. Nous présentons ici une méthode des éléments

finis mixte duale hybride pour discrétiser de telles équations (voir Brezzi &

Fortin [ BRF91] et Bendali & al. [ BRT96]).

Introduction

Considérons le problème de Dirichlet suivant :

(PK)

{
−div (K∇p) = f dans Ω

p = 0 sur Γ
(A.1)

avec les hypothèses habituelles suivantes :

(H1) Ω un ouvert connexe de IRd, de frontière polyédrique Γ = ∂Ω.

(H2) f ∈ L2 (Ω).

(H3) K ∈ (W 1,∞ (Ω))
d×d

une matrice uniformément elliptique et bornnée c.à.d.

∀ξ 6= 0, 0 < K− |ξ|2 ≤ ξtK (x) ξ ≤ K+ |ξ|2 < ∞ p.p. dans Ω.
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Méthodes d’éléments finis mixtes

En général, dans des problèmes physiques où p représente la grandeur pression

pour un constituant, on cherche à évaluer le gradient de p qui représente le flux

ou la vitesse de filtration pour les problèmes des écoulements dans un milieu

poreux.

On est donc amené à introduire une nouvelle variable : ~q = −K(x)∇p et à

résoudre un problème mixte de la forme :

{
~q = −K(x)∇p; div (~q) = f dans Ω

p = 0 sur Γ
(A.2)

une formulation mixte primale de ce problème consiste à chercher (~q, p) solu-

tion de :




(~q, p) ∈ (L2 (Ω))
d ×H1

0 (Ω)∫
Ω

K−1(x)~q · ~wdx +
∫

Ω
∇p · ~wdx = 0 ∀~w ∈ (L2 (Ω))

d

∫
Ω

~q · ∇vdx = − ∫
Ω

f.vdx ∀v ∈ H1
0 (Ω)

(A.3)

On constate que l’on impose ici la régularité sur l’inconnue u, cette formula-

tion est sans doute moins répandue que la version mixte duale donnée par :




trouver (~q, p) ∈ H (div, Ω)× L2 (Ω)∫
Ω

K−1(x)~q · ~wdx− ∫
Ω

pdiv (~w) dx = 0 ∀~w ∈ H (div, Ω)∫
Ω

div (~q) vdx =
∫
Ω

fvdx ∀v ∈ L2 (Ω)

(A.4)

Les problèmes (A.3) et (A.4) sont équivalents et on a :

Théorème A.1 Sous les hypothèses (H1)− (H3), le problème (A.4) admet une

solution unique (voir Brezzi & Fortin [ BRF91]).

On peut aussi formuler un problème équivalent où l’on impose la régularité

sur les inconnues p et ~q à la fois.

Problème discret

Soit Λh une famille de triangulation régulière au sens de la définition (4.3),

alors l’espace d’approximation de degré k pour les fonctions vectorielles ~w de
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H (div, Ω) est défini par :

IDk := (Pk)
d + ~r (x) .P̃k

où Pk est l’espace des polynômes de degré ≤ k sur chaque élément fini de Λh

et P̃k ⊂ Pk le sous espace des polynômes homogènes, ~r (x) est une fonction

vectorielle dont les composantes sont les coordonnées cartésiennes x1, ..., xd. On

définit les espaces :

W(k)
h := {~wh ∈ H (div, Ω) ; tel que ∀T ∈ Λh, ~wh|T ∈ IDk}

M(k)
h :=

{
v ∈ L2 (Ω) ; tel que ∀T ∈ Λh, vh|T ∈ Pk

}

Alors une approximation de la solution (~q, p) du problème (A.4) par une méthode

d’éléments finis mixte duale de degré k, consiste à chercher (~qh, ph), vérifiant :





(~qh, ph) ∈ W (k)
h ×M(k)

h∫
Ω

K−1(x)~qh · ~whdx− ∫
Ω

phdiv (~wh) dx = 0 ∀~wh ∈ W (k)
h∫

Ω
div (~qh) vhdx =

∫
Ω

fvhdx ∀vh ∈M(k)
h

(A.5)

Théorème A.2 Sous les hypothèses (H1)− (H3), le problème (A.5) admet une

solution unique (voir Brezzi & Fortin [ BRF91]).

Une approximation mixte duale hybride du problème (PK) consiste à re-

laxer la continuité inter-éléments contenue dans la définition de l’espace W(k)
h ,

en introduisant une suite de multiplicateurs de Lagrange, comme dans [ BRT96,

BRF91], soit :

Eh := {l ∈ ∂T ; ∀T ∈ Λh} et E0
h := {l ∈ Eh; l ∈ Γ}

L’espace des multiplicateurs de Lagrange est défini par :

L(k)
h :=

{
λh ∈ L2 (Eh) ; λh|l ∈ Pk (l) , ∀l ∈ ∂T, ∀T ∈ Λh et λh = 0 sur Γ

}

où Pk (l) désigne l’espace des restrictions de Pk à l ∈ ∂T . Nous considérons

maintenant l’espace :

W(k)
h,−1 :=

{
~wh ∈

(
L2 (Ω)

)d
; tel que ∀T ∈ Λh, ~wh|T ∈ IDk

}
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en ajoutant les multiplicateurs de Lagrange, on obtient ainsi une formulation

mixte duale hybride : trouver (~qh, ph, λh) ∈ W (k)
h ×M(k)

h × L(k)
h tel que :





∫
T

K−1~qh · ~whdx− ∫
T

phdiv (~wh) dx

+
∑

l∈∂T

∫
l
λh ~wh · ~nT,ldl = 0 ∀~wh ∈ IDk

∫
T

div (~qh) vhdx =
∫

T
fvhdx ∀vh ∈ Pk∑

T∈Λh

∑
l∈∂T

∫
l
µh~qh · ~nT,ldl = 0 ∀µh ∈ L(k)

h

(A.6)

la détermination de ~qh ∈ W (k)
h satisfaisant la continuité inter-éléments est carac-

terisée par les résultats suivants : (voir Bendali & al. [ BRT96]).

Théorème A.3 Pour tout k entier ≥ 0, l’espace IDk est donné par :

IDk =
{
~q ∈ (Pk)

d ; div (~q) = 0
}
⊕ ~r.Pk (A.7)

On pose alors ID0
k =

{
~q ∈ (Pk)

d ; div (~q) = 0
}

.

Lemme A.4 Pour tout T ∈ Λh, et pour tout k entier ≥ 0, il existe un unique

αT ∈ Pk, tel que :

∫

T

div (αT~r) vdx =

∫

T

fvdx ∀v ∈ Pk (T ) (A.8)

Pour k = 0, αT ∈ P0 est une constante déterminée par :

αT =
1

d |T |
∫

T

fdx

Ainsi pour une approximation de degré k, le théorème A.3 réduit la détermination

de ~qh|T , ∀T ∈ Λh, à trouver ~q 0
T et αT respectivement dans ID0

k et Pk, tels que :

~qh|T = ~q 0
T + αT~r (x) (A.9)

maintenant pour w ∈ ID0
k, de la première équation dans (A.6), on en déduit

que :

∫

T

K−1
(
~q 0
T + αT~r

) · ~wdx +
∑

l∈∂T

∫

l

λh ~w · ~nT,ldl = 0 ∀~w ∈ ID0
k (A.10)
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les inconnues sont alors réduites à (~q 0
T , λh) ∈ ID0

k × L(k)
h .

En introduisant les fonctions de base de ID0
k, et en notant par : [qT ] et [wT ],

[resp. [λT ] et [µT ]], les vecteurs colonnes des composantes de ~q 0
T et wh, dans ID0

k,

[resp. ceux de {λh|l}l∈∂T et {µh|l}l∈∂T ]. L’équation (A.10) peut s’écrire sous la

forme suivante :

[wT ]t K−1
T [qT ] + [wT ]t CT [λT ] = [wT ]t

[
f

(1)
T

]
(A.11)

où [wT ]t est la transposée de la matrice [wT ], K−1
T =

∫
T

K−1dx, (CT est la matrice

d × (d + 1) des composantes de {~nT,l |l|}l∈∂T dans le cas k = 0) et la matrice[
f

(1)
T

]
est donnée par :

[wT ]t
[
f

(1)
T

]
= −

∫

T

αT K−1~r (x) · ~wdx (A.12)

en inversant K−1
T , on a la relation matricielle suivante :

[qT ] + KT CT [λT ] = KT

[
f

(1)
T

]
(A.13)

de même de la dernière équation dans (A.6), on en déduit que :

∑
T∈Λh

[µT ]t [CT ]t [qT ] =
∑
T∈Λh

[µT ]t
[
f

(2)
T

]
(A.14)

où la matrice
[
f

(2)
T

]
est donnée par la relation :

[µT ]t
[
f

(2)
T

]
= −

∑

l∈∂T

∫

l

αT µh~r (x) · ~nT,ldl (A.15)

multiplions (A.13) par [µT ]t [CT ]t et sommons sur T ∈ Λh, on obtient :

∑
T∈Λh

[µT ]t [CT ]t KT [CT ] [λT ] =
∑
T∈Λh

[µT ]t [fT ] (A.16)

Ainsi la formulation mixte hybride se réduit à la résolution d’un système

linéaire dont les coefficients s’obtiennent par assemblage des matrices élémentaires

[CT ]t KT [CT ] et du second membre [fT ] = [CT ]t KT

[
f

(1)
T

]
−

[
f

(2)
T

]
. Les flux ~qh|T

seront alors détérminés par simple substitution dans (A.13) et (A.9).
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Cas bi-dimensionnel de bas degré

On se limite ici au degré k = 0, dans IR2. Ainsi si on suppose de plus que K

est constante par maille, alors on a :

KT

[
f

(1)
T

]
= −αT

1

|T |
∫

T

~rdx = −αT~rT

et [
f

(2)
T

]
l
= −αT

∫

l

~r · ~nT,ldl = −αT |l|~rl · ~nT,l

avec

αT =
1

2 |T |
∫

T

fdx =
1

2
fT

d’où

[fT ]l = αT |l| (~rl − ~rT ) · ~nT,l

= αT
2 |T |

3
=
|T |
3

fT
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Modèles non Linéaires de l’Ingénierie Pétrolière, Mathématiques & Appli-
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Compacte (relativement), 134

Conservativité, 44, 72, 102
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