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Résumé

Dans ce travail, nous avons développé des méthodes numériques performantes
pour des modeles d’écoulements diphasiques incompressibles et immiscibles en
milieux poreux hétérogenes et anisotropes, ayant des applications dans des problemes
de la récupération secondaire du pétrole.

Nous avons traité et analysé trois familles de schémas volumes finis (explicite
implicite et semi-implicite). Apres avoir établi que les schémas sont L™ et BV
stables, sous les conditions C'F'L appropriées et satisfont le principe du maxi-
mum discret, on obtient des résultats de convergence, vers la solution faible du
probleéme, dans L' pour des maillages réguliers en 1-D et 2-D, et dans L? pour des
maillages non structurés en dimension multiple, ceci en introduisant une tech-
nique de maillage adéquate permettant de préserver le principe du maximum
discret sur des maillages déstructurés.

Des résultats numériques en 1-D confirment la stabilité des schémas numéri-
ques proposés et l'efficacité du schéma semi-implicite en temps de calcul (C.P.U.).
En dimension deux, les résultats numériques obtenus montrent que la méthode
des volumes finis est bien adaptée a la discrétisation de ce probleme. Les solutions
approchées calculées satisfont le principe du maximum discret et sont monotones.
De plus les hétérogénéités anisotropes du milieu poreux sont prises d’une maniere
efficace. En outre, les schémas volumes finis semi-implicite et implicite donnent
un meilleur temps de calcul par rapport au schéma explicite.

Abstract

In This work, we have developed some efficient numerical methods for an in-
compressible and immiscible two-phase flow in anisotropic heterogeneous porous
media in oil recovery field. The model under consideration is a coupled sys-
tem which includes a nonlinear degenerate parabolic saturation equation and an
elliptic pressure-velocity equation.

We develop and analyze three families of finite volumes schemes (explicit,
implicit and semi-implicit) for the saturation equation. First, we establish that
these schemes are L>° and BV stable, under appropriate C'F'L conditions, and
satisfy the discrete maximum principle, then we prove convergence results. More
precisely, we get the convergence of the approximate solution in L! for a regular
mesh in 1-D et 2-D cases, and in L? for unstructured grids in the multidimen-
sional case. An adequate mesh technique was developed in order to obtain the
discrete maximum principle on unstructured grids.

Numerical results in 1-D tests confirm the stability of the schemes proposed
and show the efficiency of the semi-implicit scheme in C'PU time. A mixed fi-
nite element method is used for the approximation of the pressure velocity equa-
tion. Numerical simulations for 2-D problems are presented for homogeneous and
anisotropic heterogeneous problems. Numerical results show the effectiveness of
the methodology developed in this work. It’s shown that the semi-implicit and
implicit schemes are robust.
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Nomenclature

e ) : domaine de IR! (d = 1,2 ou 3), figurant un milieu poreux.

e ' =00 =T,Uly,UT;: frontiere du domaine €.

I'y, Ty, I's : frontieres d’injection, imperméable et de production.
e 71 : normale unitaire a une frontiere, orientée vers ’extérieur.

o x=u,(x,y),(x,vy,2) : variable d’espace dans Q C IR,

t, 7 : variable temporaire et temps final, en (s).

h : pas du maillage dans €, en (m).

At : pas de discrétisation en temps dans [0, 7[, en (s).

¢ = ¢ (x) : porosité du milieu poreux en (%).

K = K (z) : tenseur des perméabilités absolues en (Darcy).

e i = w,o : fluide mouillant (w = l'eau) et non mouillant (o = l'huile).

S; = S; (z,t) : saturation du fluide i = w, 0, en (%).

e p; = p; (x,t) : pression du fluide 7, i = w, 0, en (Pa).

¢ = q; (x,t) : vitesse de filtration du fluide 4, i = w, 0, en (m.s™!).
e u = u(xz,t):saturation réduite de I'un des constituants, en (%).
o (= q(x,t) : vitesse de filtration totale, en (m.s!).

e P = P(x,t): pression globale en (Pa).



Les constantes
e p; : masse volumique du fluide 7, i = w, 0, en (g.m™3).
e ; : viscosité du fluide i, i = w, 0, en (Pa.s).

e Pcyy : pression capillaire maximale en valeur absolue, en (Pa).

P, @ pression atmospherique, en (Pa).

e §:accélération de la pesanteur, en (m.s2).

C' : constante indépendante de h et At.

Les fonctions de la saturation
o k., =k, (u) : perméabilité relative du fluide 7, i = w, o.
e k; = k; (u) : mobilité du fluide i, i = w, o.

e p. = p.(u) : pression capillaire réduite, fonction non linéaire de u.

a = a(u) : diffusion capillaire, fonction non linéaire de u.
e b="0(u) : fraction du flux, fonction non linéaire de u.

e d = d(u) : mobilité totale, fonction non linéaire de w.

Les opérateurs
b (f)+7(f>_ : maX(f70)v maX<_f70>'
fH /- sup f(x), inf f (x).

|f|: max (f, —f), valeur absolue de f.
e £ : mesure de Lebesgue dans IRY.

e |w| : mesure de Lebesgue pour w CC IR*; 1 < s <d.

@ : fermeture de l'ouvert w CC IR®, 1 < s <d.



|| : norme euclidienne pour £ € IR,

§ (p,q) : distance euclidienne entre les points p et ¢ dans IR9.
. : produit scalaire entre deux vecteurs de IR,

A : produit vectoriel entre deux vecteurs de IR,

det [M] : déterminant de M matrice carré d x d.

M?* : transposée de la matrice M.

I, : matrice identité dans IR9.

adj [M] : matrice carré d x d, telle que : adj [M]' M = det [M] .I4.

Les espaces fonctionnels

LP (Q) := {f; L9%-mesurable sur Q; tel que [, |f|"dz < oo}, 1 <p < oo
L () := {f; L%mesurable sur Q; tel que |f| < C < oo L3-p.p. sur Q}

Lp

loc

(Q):={f:Q+— IR; f € LP(w) pour tout compact w C Q}.

wmr () = {w € LP(Q); D’w e LP(Q); pour |§|:= i&i < m}

H™(Q) :== W™2(Q), espace de Sobolev d’ordre m.

cm(Q) = {f : Q) — IR tel que D°f est continue sur ), |0] := i@ < m}.
Ci'(€2) : espace des fonctions de C™(2) a support compact dans €.

M (Q) : espace des mesures de Radon sommables sur €.

BV (Q) = {f € L} () tel que

loc

axf. e M(Q) pouri=1, ..,d}.
B(I x J):=LYJ; BV (I)) x L)\(I; BV (J) ), pour I et J ouvert de IR.
H (div; Q) = {Je (L2 () div () € L2 (Q)}.

W(Q):={weH (Q); w=0sur '3}
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Wo () :={ue L*(Q); a(u) e W; a(u) =0sur I'1}, pour a € C}([0,1]).
W (0,7) := {u; a(u) e L2(0,7;W); % e L*(0,7; W’)}
V() == {v e C0,7;C*Q)); v(.,7) =0et v=0sur Iy UT3}.

P, : ensemble des polynomes de degré < k, sur IR,



Introduction Générale

'étude des écoulements multiphasiques en milieu poreux est d’une grande
L importance, dans 'industrie pétroliere lors de I’exploitation d’un gisement
de pétrole ou de gaz, dans la gestion des ressources en eau et aussi pour beaucoup
de problemes d’environnement. Les milieux poreux naturels sont hétérogenes,
a plusieurs échelles, ce qui rend 'étude expérimentale difficile et cotiteuse, d’ou
I'intéréet d’utiliser des méthodes de simulation numérique pour des modeles d’écou-
lement de fluide. Ces simulations sont généralement basées sur la modélisation
mathématique du gisement en exploitation par un systeme d’équation aux dérivées
partielles non linéaires. Dans ce cadre, nous nous proposons de développer des

méthodes numériques performantes pour un modele d’écoulements dipha-siques

incompressibles en milieux poreux hétérogenes.

L’étude theorique des écoulements multiphasiques en milieux poreux a été
largement étudié dans la litérature (voir p.e. Chavent [ CHJ86] et Antont-
sev & al. [ AKM90] et leur bibliographie). Dans ce travail, on considére un
modele qui utilise la notion de pression globale introduit séparement en 1976 par
Chavent | CHAT76] et en 1978 par Antontsev & Monakhov | ANM78]. Un
premier théoreme d’existence de solution, pour le systeme qui décrit I’écoulement
de deux phases fluides incompressibles et immiscibles a été établi par Chavent &
Jaffré | CHJ86|, depuis, de nombreux travaux ont été effectués dans ce domaine,
voir : pour I’étude théorique d’existence et unicité de la solution, Gagneux &
Madaune-Tort [ GAM96] et sa bibliographie; pour les schémas numériques du
probléme de convection-diffusion, Morton [ MOR96] et sa bibliographie; pour
les schémas de type volumes finis, Eymard, Gallouét & Herbin | EGHO00] et
sa bibliographie.

11
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Dans ce travail, nous étudions la convergence des schémas numériques de
type volumes finis pour des problemes issus de la modélisation des écoulements
diphasiques en milieu poreux. Nous nous intéressons a un modele d’écoulements
diphasiques incompressibles et immiscibles, qui correspond physiquement a l’inje-
ction de l'eau dans un réservoir de pétrole. Nous considérons l'écoulement
diphasique de 'eau et du pétrole en milieu poreux, en utilisant la formulation
en pression globale de Chavent & Jaffré | CHJ86], la vitesse totale et la sat-
uration de ’eau sont les inconnues du probleme. Cette formulation méne a un
systeme couplé d’équations aux dérivées partielles composé d'une équation de
saturation parabolique non linéaire dégénérée et d’une équation de pression ellip-
tique [ CHJ86, GAMO96]. Ces équations décrivent 1’écoulement de deux phases
liquides incompressibles et immiscibles dans un milieu poreux, pour lequel, dans
un souci de simplicité, on néglige 'effet de la pesanteur. Le systeme est alors :

Equation en saturation réduite

(0 <wu(z,t) <1 dans Q-
ou , B "
(P @(x)a + div (b(u)q) — div (K (z)Va(u)) =0 dans Q- )
ulp, =1; KVa(u) - 7|r, =0 et ulp, =0 sur [0, 7[
| u(z,0) = u'(x) dans Q

Equation en pression globale

(2)

(Ea) q¢= —d(u)K(z)VP; div(q) =0 dans Q-
d
¢ 7lr, = —q4; ¢ 7lr, =0; Plp, =Py sur [0,7]

ou u(x,t) est la saturation réduite de 'eau et P la pression globale sont les
inconnues du probleme, ¢ la vitesse de filtration totale, ®(x) la porosité du
milieu poreux et K (z) le tenseur des perméabilités absolues du réservoir . La
frontiere I' = 012, supposée réguliere par morceaux, est divisée en trois régions
[ =T, UlUT5 avec I; N I = () pour i # j; ou I'y est la partie du bord ou
I'eau est injectée, I'y la partie imperméable et I's la partie de production. On
note @, := Q x [0, 7] ou [0, 7[ I'intervalle de temps d’étude. «a(u), b(u) et d(u)
sont des fonctions non linéaires qui dépendent des mobilités et de la pression

capillaire. Le coefficient de diffusion a := o' s’annule pour deux valeurs de la
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saturation, a(0) = a(1) = 0 (dégénérescence du terme de diffusion). Pour plus

de détails sur le modele on peut consulter les références | CHJ86, GAMO96].

La simulation des écoulements dans des réservoirs de pétrole et des eaux
souterraines a été largement étudiée par plusieurs méthodes numériques.

On peut citer pour les méthodes des différences finis, Young [ YOUS84] qui
présente des simulations numériques 1-D et 2-D, en utilisant différents schémas de
type différences finies. Dans Douglas & al. | DWK84], on trouve des résultats
numériques en 1-D, pour des schémas de type différences finies combinés avec
des schémas éléments finis, pour des pas adaptatifs, ou un terme de diffusion
artificielle est ajouté pour assurer la monotonie de la solution numérique. Un
résultat d’estimation a posteriori d’erreur, pour un schéma différences finies im-
plicite, pour une équation de diffusion non linéaire, est présentée par Dawson
& al. [ DWWO8]. Plus récemment, on trouve dans les travaux de Karlsen
& al. [ EVK99, EVKO00, KARO1], une étude de la convergence de schémas
monotones, vers la solution entropique du probléeme, en utilisant les solutions
mesures.

Pour les méthodes des éléments finis, Chavent & Jaffré | CHJ86], présente
des méthodes d’éléments finis mixtes avec la modélisation et 1’étude théorique
pour les problemes en milieux poreux. En outre, une discrétisation utilisant la
méthode des éléments finis mixte hybrid et volumes finis pour les écoulements
diphasiques en milieu poreux est présentée par Chavent & al. | CJR95]. Dans
Arbogast & al. | AWZ96], une méthode des éléments finis mixte est utilisée
pour avoir un résultat d’estimation d’erreur. Dans Chen & Ewing [ CHE97],
on trouve une analyse d’'une méthode d’élements finis couplée a une méthode
d’éléments finis mixte, pour un probleme en hydrogéologie. Des résultats numéri-
ques, pour une nouvelle méthode des caractéristiques combinée a une méthode
d’éléments finis mixte hybride, sont présentés par Douglas & al. [ DFP97].
Une analyse a posteriori de l'erreur, pour une méthode des caractéristiques-
éléments finis, est présentée par Ghabbouhy & Mghazli [ GAB00, GAMO00],
ainsi qu’'une technique auto-adaptative de raffinement du maillage.

Les méthodes volumes finis, qui sont relativement plus récentes, sont en
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général utilisées dans les lois de conservation pour ’approximation des flux de
convections. Elles permetent d’avoir une conservation locale des flux élément par
élément avec une stabilité numérique et une diffusion numérique minimale. Pour
I'analyse de ces méthodes on se réfere a [ EGH00, FRO98, KRO97, MIC96,
MOROS]| et leurs bibliographies. Ces méthodes ont été développées et analysées
pour les écoulements diphasiques immiscibles en milieu poreux dans le cas ou le
terme de diffusion est négligé. Dans ce cas, le probleme devient purement hyper-
bolique. On trouve dans Gallouét & Vila [ GAVI1] un schéma volumes finis,
sur un maillage uniforme en 1-D et 2-D, utilisé pour le couplage d’une équation el-
liptique et d’une équation hyperbolique. Champier & al. [ CGH93] ont étudié
la convergence d’un schéma de type volumes finis sur un maillage triangulaire,
pour une équation hyperbolique. Dans Verdieére & Vignal | VEV98, VIG96],
un schéma volumes finis, sur un maillage dual centré sur les arétes, est utilisé pour
le couplage d’une équation elliptique et une équation hyperbolique. Eymard
& al. [ EGH98] présentent une estimation d’erreur pour une large varieté de
schémas volumes finis explicite, une extention au schéma implicite est présentée
par Ghilani | GHI98]. Un autre résultat de convergence des schémas volumes
finis, pour une équation de diffusion non linéaire, est présenté par Eymard &
al. [ EGNOS|.

Dans le cas stationnaire ou le terme de diffusion est linéaire, on trouve dans
Lazarov & al. [LMV94, LMV96], un schéma volumes finis, sur un mail-
lage rectangulaire en 2-D avec raffinement local, avec des résultats d’estimation
d’erreur et un résultat de régularité de la solution. Herbin | HER95] donne
des résultats d’estimation d’erreur, pour un schéma volumes finis a 4-points,
sur un maillage triangulaire, des résultats numériques pour le couplage avec une
équation hyperbolique sont présentés par Herbin & Labergerie | HEL97|, une
généralisation pour un maillage de quadrangles, est analysé dans Courdiere &
al. [ CVV99]. Dans Eymard & al. [ EGH95], est étudié la convergence des
schémas volumes finis en utilisant des résultats de compacité, une généralisation
pour des conditions au bord générales et une diffusion anisotrope, est étudiée
par Gallouét & al. [ GHVO00].

Ou encore récemment, le cas ou le coefficient de diffusion est isotrope, voir
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Ohlberger [ OHL97, OHLO1], qui présente des résultats d’estimation a pos-
teriori d’erreur, pour un schéma volumes finis adaptatif centré sur les sommets

d’une triangulation.

Dans les traveaux cités précédemments le terme de diffusion est soit négligé
ou bien il est traité par des techniques d’éléments finis mixtes qui ne don-
nent pas entiere satisfaction. Bien que I’équation de saturation est a convec-
tion dominante; le terme de diffusion est petit, mais important et ne peut étre
négligé, voir Bear & Bachmat | BEB91] et Marl [ MARSI1], ainsi des soins
spéciaux devraient étre pris dans la discrétisation. En outre, les structures
géologiques irrégulieres, suggerent 1'utilisation de maillages non structurés, voir
Hontans | HON00]. Les difficultés principales liées a la convergence de la solu-
tion approchée de tels systemes sont le couplage entre ’équation de pression et
I’équation de saturation, en plus de la dégénérescence de I'équation de saturation
et I'hétérogénéité anisotrope du réservoir. En raison de ces difficultés, notre but
est de construire des schémas volumes finis (SVF) pour 1’équation de saturation
qui satisfont le principe du maximum discret et permettent d’établir des résultats
de convergence. Nous considérons une approximation numérique de ce systeme
ol les équations de saturation et de pression se découplent numériquement. Nous
nous concentrons sur 1’étude de la convergence du (SVF) pour I’équation de
saturation en tenant compte de la non linéarité du terme de diffusion et de
I’hétérogénéité anisotrope du réservoir. Une méthode d’éléments finis mixte
duale hybride est employée pour obtenir une approximation précise de la vitesse
totale, voir Brezzi & Fortin | BRF91| et Bendali & al. | BRT96].

Le travail que nous présentons est organisé, en une partie préliminaire, deux

parties principales et une partie annexe.

Dans le chapitre 1, qui est une partie préliminaire, on rappelle les équations
du modele mathématique utilisé, d’abord on rappelle les lois fondamentales
régissant les écoulements diphasiques en milieux poreux, ensuite nous présentons
le probléme sous la formulation en pression globale | CHJ86, AKM90] et on ter-

mine par un rappel de quelques résultats d’existence et d’unicité de la solution
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faible du probleme selon les travaux [ CHJ86, GAM96, HID93|.

La premieére partie est constituée des chapitres 2, 3 et 4; elle est consacrée
a I’étude de la convergence des schémas numériques de type volumes finis. Dans
le chapitre 2, on présente des schémas de type volumes finis pour I’équation
non linéaire mono-dimensionnelle de convection-diffusion dégénérée (1). Nous
analysons trois types de schémas, conservatifs et consistants au sens des volumes
finis, I'un totalement explicite, le deuxieme totalement implicite, puis un nouveau
schéma semi-implicite ou ’on choisit une approximation explicite pour le terme
de convection et implicite pour le terme de diffusion. Pour ces trois méthodes
le terme de convection est approché par un schéma de Godunov décentré amont
et le terme de diffusion par une approximation centrée d’ordre 1. On montre
que ces schémas sont L> et BV stables, sous des conditions CFL appropriées
et satisfont le principe du maximum discret, apres avoir établi 'existence et
I'unicité de solution pour les systemes non linéaires résultants des schémas im-
plicite et semi-implicite. On montre ensuite la L'-continuité en temps des solu-
tions approchées, et par compacité on a la convergence dans L' (Q,) des solutions
numériques vers I'unique solution faible du probleme. Dans le chapitre 3, nous
étendons les résultats du chapitre 2 & un maillage rectangulaire dans IR?, pour
I'équation non linéaire bi-dimensionnelle de convection-diffusion dégénérée (1),
nous sommes amenés a faire des hypotheses supplémentaires sur les données
pour avoir une convergence forte dans L' (Q);). Nous avons traité et analysé les
schémas de type volumes finis explicite, implicite et semi-implicite. Nous mon-
trons la convergence, apres avoir établi que ces schémas sont L™ et BV stables,
sous les conditions CFL appropriées et satisfont le principe du maximum discret.
La méthodologie et I'analyse développées peuvent étre étendues aux problemes
dans IR?, pour un maillage formé de parallélépipedes. Le chapitre 4 traite le
probléme multi-dimensionnel (IR? ou IR?) pour des maillages non structurés, on
choisit une approximation de type volumes finis, sur un maillage dual centré
sur les noeuds d’une triangulation, pour laquelle nous introduisons une nouvelle
technique de maillage, permettant de préserver le principe du maximum discret

pour des hétérogénéités anisotropes du réservoir. Comme précédement, on anal-
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yse trois schémas de type volumes finis explicite, implicite et semi-implicite, ou le
terme de convection est approché par un schéma de Godunov décentré amont et
le terme de diffusion par une approximation d’ordre 1, dont 'approximation du
gradient est de type P; sur chaque triangle et qui conduit a des schémas de type
volumes finis & (d + 1) points non symétrique dans le cas du schéma implicite.
On obtient ainsi des résultats de stabilité L> et une estimation BV faible, et par
suite un résultat de convergence dans L? (Q,) de la solution approchée vers la so-
lution faible du probleme. Ces résultats sont obtenus sous les mémes hypotheses

que celles qui garantissent 1’existence et 'unicité de la solution.

Dans la deuxieme partie, constituée des chapitres 5 et 6, nous présentons
les simulations numériques d’écoulements diphasiques en milieux poreux, cor-
respondant aux schémas numériques introduits dans la premiere partie. Dans
le chapitre 5, apres avoir introduit les données physiques du probleme mono-
dimensionnel (1), on donne des simulations numériques pour les trois schémas
traités au chapitre 2, une comparaison entre ces schémas et d’'un schéma ex-
plicite ou le terme de diffusion est approché par une méthode d’éléments finis
mixte [ CHJ86, CHS82, DAWI3], montre l'efficacité du schéma semi-implicite
par rapport aux autres. Dans un premier temps, on donne des simulations
pour illustrer la stabilité des schémas par rapport a la condition CFL. Dans un
deuxieme temps, on donne une comparaison entre les différents schémas au voisi-
nage du front de la saturation, puis on termine par un tableau de comparaison

entre lerreur relative L' et un tableau des temps (CPU).

Dans le chapitre 6, on présente des simulations numériques pour les schémas
traités au chapitre 3 pour des maillages rectangulaires et au chapitre 4 pour
des maillages non structurés en 2-D. La résolution des systemes non linéaires
résultants des schémas implicite et semi-implicite, se fait par un procédé de
prédiction-correction, plus une méthode du Double Gradient Conjugué précondi-
tionné dans le cas de systeme non symétrique. Dans un premier temps, on com-
pare les schémas numériques pour le cas d’un réservoir homogene isotrope, en
mettant en evidence l'efficacité des schémas implicite et semi-implicite en temps

de calcul (CPU) par rapport au schéma explicite. Dans un deuxiéme temps, on
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donne des simulations numériques obtenues dans le cas de réservoirs hétérogenes
et anisotropes. L’équation elliptique (2) est traitée numériquement par une
méthode d’éléments finis mixte duale hybride qui sera détaillée dans ’annexe A.
Le code numérique réalisé prend en compte les hétérogénéités anisotropiques du
millieu et le couplage numérique entre la méthode d’éléments finis mixte hy-
bride pour I’équation elliptique en pression et les méthodes volumes finis pour

I’équation parabolique en saturation.

Ce travail se termine par une conclusion générale et des perspectives.



Chapitre 1

Modélisation mathématique des
écoulements diphasiques en

milieu poreux

1.1 Introduction

d’écoulement diphasique eau-huile en milieu poreux, tout en considérant

C e chapitre a pour but de présenter les équations dun modele

la pression capillaire entre les deux fluides. Nous nous intéressons aux équations
régissant 1’écoulement d’un fluide composé de deux constituants immiscibles
et incompressibles, I'exemple type est le balayage de I'huile par 1'eau lors de
I’exploitation secondaire des gisements pétroliers.

La mise en équations des écoulements diphasiques en milieu poreux dépend
de la description de ces écoulements : a I’échelle microscopique ou a 1’échelle
macroscopique. Etant donné les dimensions du milieu poreux étudié, nous
nous limitons ici a sa description macroscopique, dont les parametres physiques,
s’obtiennent par une théorie d’homogénéisation, basée sur une analyse au niveau
microscopique, voir Hornung [ HOR97| et sa bibliographie.

Dans un premier paragraphe, on présentera les lois générales de I'écoulement
diphasique de fluides immiscibles et incompressibles en milieu poreux, apres avoir

introduit les différents parametres et variables contenus dans ces lois. Les deux

19
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autres paragraphes consistent a reformuler les équations générales obtenues, en
vue de résoudre le probleme d’écoulement avec une seule pression dite pression
globale et une seule saturation, comme inconnues principales, d’apres les travaux
[ AKM90, CHAT76, CHJ86]. Dans le dernier paragraphe, on présente un résultat
d’éxistence et d’unicité de solution faible, voir [ CHJ86, GAM96, HID93].

1.2 Equations fondamentales

Le milieu poreux est représenté par un ouvert borné 2 de RY (d = 2,3),
figurant le réservoir de gisement (voir Figure 1.1), de frontiere I' réguliere par
morceaux, formée de trois parties, telle que I' = Ty UTy U T3, avec |Ty| > 0 et
I'NT; =0 pour ¢ # j; ou I'y est la partie du bord ou l'eau est injectée, I'y
la partie imperméable et I's la partie de production, et soit [0, 7[ I'intervalle du

temps d’étude, on note @, := Q2 x [0, 7].

=

Production

Injection

Fig. 1.1: Réservoir {2

Avant d’introduire les lois physiques modélisant les écoulements diphasiques

en milieu poreux, on fera les hypothese suivantes :

1. Le millieu poreux est saturé par les deux fluides en écoulement artificiel.

2. La loi de Darcy s’applique séparément pour chaque fluide.
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3. La pression capillaire et les perméabilités relatives sont des fonctions unique-
ment de la saturation, ce qui est le cas ou le réservoir €2 est constitué d’'un

seul type de roche.

4. Les déformations volumiques de I'aquifere et des particules sont négligeables,
c.a.d. la porosité et les perméabilités absolues ne dépendent que de la vari-

able d’espace x.

5. On ne s’intéresse qu’a I’écoulement avant le temps de percée c.a.d. le
premier instant ou le fluide mouillant parvient a la frontiere de production,
voir Gagneux | GANS&4].

Pour plus de détails voir [ AKM90, CHJ86, GAM96, MARSI]| et leurs
bibliographies.

Avec ces hypotheses, les équations modélisant les écoulements diphasiques

de fluides immiscibles et incompressibles dans un milieu poreux €2 s’écrivent :

1.2.1 Equation de continuité

Cette équation exprime que les pores du milieu poreux sont entierement oc-

cupés par les deux fluides, on dira qu’on est en régime saturé :

Sw+ S =1 dans Q- (1.1)

ou S; est la saturation du fluide i (c.a.d. le rapport du volume de pores occupé
par ce fluide au volume de pores total).

On notera aussi que les saturations vérifient en plus :
Sw 2 Sw,m et So 2 So,m (12)

ol S, est la saturation résiduelle du fluide ¢ (c.a.d. la saturation pour
laquelle la phase déplacée s’arréte de s’écouler). On note Sy, ps := 1 — S, alors

de (1.1) on a :

Swm < Sw < Swm dans @, (1.3)

avec Sym < Swars (801t 1 Sy + Som < 1).
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1.2.2 Equations de conservation

Ici on exprime la conservation de la masse pour chaque fluide ¢ = w, o

05,
o) >

en 'absence de termes sources et en supposant les sections d’écoulement uni-

+div(q;) =0  dans Q, (1.4)

formes, ou ¢; est la vitesse de filtration de la phase 7, ¢ la porosité du milieu
(c.a.d. le volume des vides d’'un milieu poreux sur son volume totale), le milieu
est supposé incompressible (c.a.d. la porosité ¢ ne dépend que de la variable

d’espace ).

1.2.3 Loi de Darcy généralisée

La loi de Darcy généralisée aux écoulements polyphasiques s’exprime par :

pour chaque fluide ¢ = w, 0

G = ki (1) (Vpi— i) dans Qs (1.5)

ou K (z) est le tenseur des perméabilités absolues du réservoir 2, p; est la
pression de la phase 7, k; la mobilité de la méme phase i, traduisant les effets
d’obstacle a I’écoulement d’un fluide par rapport a I'autre, p; la masse volumique
du fluide i, et g I'accélération de la pesanteur. La mobilité se décompose sous
la forme suivante :

k; = 1.6
2% ( )

ou les perméabilités relatives £, ;, représentent I'influence de la présence d'un

fluide sur I’écoulement de l'autre, £, ; est une fonction croissante de la saturation

S; a valeurs comprises entre 0 et 1, voir Figure 1.2.
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1.0 T
|
0.6 }
04l

0.2

0.4 0.6 0.8 1.0
Swm

0.2
Swm

Fig. 1.2: Perméabilités relatives k,; en fonction de la saturation 5,

1.2.4 Loi de capillarité

Entre deux fluides non miscibles, il existe une interface qui engendre une
différence de pression entre eux, cette différence de pression est appelée pression

capillaire, qui est une fonction de la saturation, par la relation :

PC = Pw — Po = Pe (Sw) PCM dans QT (17)

ou Pgy := sup |P¢| pression capillaire maximale, et p. = pression

cM
capillaire réduite sans dimension, fonction de la saturation, telle que

Poyr > 0 et —1§pc(Sw)§O

avec p. (Sy.ar) = 0, voir Figure 1.3.
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Fig. 1.3: Pression capillaire P en fonction de la saturation S,

Il existe dans la littérature plusieurs modeles pour les lois de perméabilités
relatives et de la pression capillaire. Par exemple des modeles paramétriques
pour ces différentes lois peuvent étre calibrées a partir d’'un minimum de données
expérimentales. Les fonctions résultantes ont des expressions simples et faciles

a employer pour les modeles numériques, voir Marle | MART72].

1.2.5 Conditions aux bords et condition initiale

Sur la frontiere I on considere les conditions aux limites suivantes :

Conditions sur I'; (injection)

Aux puits d’injection, on suppose que le fluide mouillant (w : I'eau), est

injecté avec une saturation maximale S, s & débit constant gq4, soit :
Sw=3Swm € qu-T=—qa surly (1.8)

ou 71 est la normale unitaire a I
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Conditions sur I'; (imperméable)

Aux frontieres imperméables, on suppose que les écoulements latéraux sont

nuls, soit :

et ¢ -n=0 surly (1.9)

2
S
St
I
o

Conditions sur I'; (production)

Aux puits de production, on suppose que le fluide non mouillant (o :
'huile), est produit avec une saturation maximale 1 — S, ,, (avant le temps de
percée) et a pression constante (en général la pression atmosphérique P,;,,),

soit :

Sw = Sw,m ) (ZJ >0 et Po = Latm sur FS (110)

Pour d’autres choix de conditions aux bords, voir [ CHJ86, GAMO96].

Condition initiale

On suppose que saturation SO en eau du réservoir a 'instant ¢ = 0 est connue :

Sp=25 dansQ A ¢t=0 (1.11)

w

De plus SY doit vérifier la double inigalité (1.3), soit :

Swm <80 < S, dans Q (1.12)

1.3 Modélisation en pression globale

Dans cette section, afin de simplifier les calculs, on négligera 'effet de gravité

dans (1.5), ce qui donne les équations suivantes :



26 Modélisation mathématique des écoulements diphasiques ...

¢ (2) L= + div(g,) =0 dansQ, (4
¢ (2) 22+ div(g,) =0 dans @, (i)
Gw = —kwK () Vpy, dans @,  (4i1)

(

(

(

(1.13)

d, = —koK () Vp, dans @, iv)
Sw+ 5, =1 dans Q-

Pw — Po = Pc (Sw) PCM dans QT

v)

v1)

\

Ce systeme de six équations & six inconnues (Sy, So, Pw, Pos G, @o), S€ préte mal

a une étude mathématique, du fait que dans la région ou S,, = Sy m, I'équation
(1.13)-(d) disparait. C’est l'une des raisons pour laquelle Chavent | CHAT6,
CHJ86] et Antontsev et al. [ AKM90, ANMT78] ont introduit une grandeur

fictive, appelée “pression globale”, que nous allons présenter par la suite.

1.3.1 Saturation réduite

On définit d’abord la saturation réduite u de 'un des deux fluides, par

exemple pour le fluide mouillant w, par :

Sw - Sw,m
u =
11— Sw,m - So,m

sachant que Sy ;m < Sy = 1 — Som, et par suite, par un changement de vari-

(1.14)

able, toutes les fonctions introduites précédemment peuvent s’écrire en fonction

de u, et d’apres (1.3) on a :

0<wu(z,t)<1 dans @, (1.15)

1.3.2 Pression globale

Soit ¢ la vitesse de filtration totale des deux fluides, définie par :

(7:: w + _:) dans QT (116)
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en additionnant les équations (1.13)-(7) et (1.13)-(ii) et en utilisant la relation
(1.13)-(v), il s’en suit que

div(q) =0 dans @,

(1.17)
de plus, les équations (1.13)-(7i7) et (1.13)-(iv) donne

JZ -K (‘T) [kw (u) va + ko (U) vpo] dans QT (118)

et pour simplifier les notations, on introduit les fonctions auxiliaires suivantes :

b(u) = Foy (1) , fraction du flux
ky (u) + ko () (1.19)
d(u) := ky (u) + ko (u) , mobilité totale
voir Figures 1.5-1.6.
En utilisant (1.13)-(vi) on a
kw (1) Vpy + ko (1) Vp, (1.20)
=d(u) [ (Vpw+ VDo) + (b(w) — 1) pl. (u) PearVu)
ce qui implique
b (0) VP + ko (1) Voo = d (@) V [ (o + o) +7 ()] (120

ou v est la fonction définie, pour tout u € [0, 1], par :

v (u) = /lu (b(s) = 3) Pl (s) Pomds (1.22)
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et par suite, d’apres (1.18) on a :

§=—-K(x)d(u)VP  dans Q. (1.23)
Pim L (pu b po) + 7 (1) (1.24)

appelée pression globale (dite aussi “intermédiaire” ou “réduite”). Cette
grandeur dimensionnée a une pression est fictive; éventuellement discontinue
dans certains cas, vu qu’elle dépend de la saturation w.

D’autre part, a I'aide de (1.13)-(iii — iv), (1.13)-(vi) et (1.16), on a :

[Fu () + ko (0)] G =k (0) 7+ Ko (u) [=kuw (u) K (2) Ve (u) Pou]

et on introduit la fonction suivante :

ky (u) ko s s
i (Z(;;)_i_ kf?i)p’c (u) Pepr ,  diffusion capillaire (1.25)

a(u) =
voir Figures 1.4, et soit a (u) := [ a(s) ds, alors on a :
Gw=">b(u)q— K (z)Va (u) (1.26)
et d’apres I’équation (1.13)-(7), on obtient alors :
du

ot
ot @ (z) := (1 — Sym — Som) ¢ (x) € [0,1], appelée aussi porosité et égale a la

O () — +div(b(u)d— K (x)Va(u)) =0  dans Q, (1.27)

porosité du milieu, dans le cas ou les saturations résiduelles des deux fluides sont

nulles.
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Fig. 1.4: Diffusion capillaire a en fonction de la saturation réduite u
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Fig. 1.5: Fraction du flux b en fonction de la saturation réduite u
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0.0 L T T T T T T ST S S SO S N
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Fig. 1.6: Mobilité totale d en fonction de la saturation réduite u

1.4 Formulation du probleme

On présente ici différentes formulations du probleme d’écoulement diphasique

en milieu poreux.

1.4.1 Formulation réduite

Il s’en suit de (1.15), (1.17), (1.23) et (1.27), qu’'on a un systeme de deux

équations & deux inconnues (u, P), défini par : V (z,t) € Q-

0<u(x,t)<1
® (x) g—:f — div (b (u) K (z)d (u) VP + K (2) Vo (1)) = 0 (1.28)
div (K (z)d(u) VP) =0

il s’agit donc ici du couplage entre une équation d’évolution non linéaire de

convection-diffusion dégénérée (du fait que a(0) = a(1) = 0), et une famille
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d’équations elliptiques paramétrées par le temps par I'intermédiaire du coefficient
de mobilité d (u (.,t)).

Avec les conditions aux bords et condition initiale suivantes :

Conditions sur I'; (injection)

De (1.8) et (1.26), on a :

u=1 et {o,=¢ surly

et par suite :

u=1 e §-n=-—-q surly (1.29)

Conditions sur I'; (imperméable)

De (1.9), (1.26) et (1.16), on a :
¢-n=0 et K(z)Va(u)-n=0 surly (1.30)

Conditions sur I'; (production)

De (1.10), (1.16) et (1.13)-(vi), on a :

u=0 , ¢1>0 e P=PF surly (1.31)
ou Py est donnée par

1
R ::Patm+7(0)_§PCM

Condition initiale

De (1.11), on a :

u(z,0) =u’(z) dans (1.32)
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ol u° est donnée par

1 _Swm _So,m

1.4.2 Formulation mixte

Une formulation mixte du probleme est donnée par :

Equation en Saturation réduite

(0< u(z,t) <1 dans Q-
(Py) (I)(ZL‘)% + div (b(u)q) — div (K (z)Va(u)) =0 dans Q. (133)
ulr, =1 ; KVa(u) - 7|, =0 et ulpr, =0 sur [0, 7]
[ u(z,0) = u’(z) dans Q
Equation en Pression globale
= —du)K(z)VP; div(q) =0 dans @,
By 1T (u) K( )q ” () (1.34)
¢ 7lr, = —qa; ¢ M, =0; Plp, = Py sur [0,7]

Remarque 1.1 Connaissant u et P, on peut déterminer les vraies pressions py,

et po des deux fluides, par les formules

{ pw:P_7(u)+%pc(u) PCM (135)

po:P_’y(u)_%pc(IOPCM

De méme, connaissant u et ¢, on peut déterminer q, et q, par les relations (1.26)

et (1.16).

1.4.3 Cas mono-dimensionnel

Dans le cas mono-dimensionnel, les équations de saturation et de pression se
découplent, du fait que div (¢) = 0 avec ¢ (0,t) = g4 ce qui implique que g = gy,
qu’on adimensionne & ¢4 := 1, et par suite pour I := Q = ]0,1[, la saturation

réduite u est solution de ’équation parabolique non linéaire dégénérée suivante :
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0 <u(z,t) <1 dans @,
ou
O(r)— — (K =

] OO B, — (K@)Tolu), =0 dans Q; a6

u(0,t) =1letu(l,t)=0 sur [0, 7]

| u(z,0) = u'(x) dans 1
et la pression globale P est donnée par :
v 1

P(x,t)=Fy — d 1.37
=R [ R 130

1.4.4 Découplage dans le cas multi-dimensionnel

Dans le cas multi-dimensionnel, le découplage est possible si ¢ = ¢'(x), par
exemple dans le cas suivant, voir Hidani [ HID93] :

1—u?

kw(u):; et ko (u) = -

la pression globale P, ne dépend plus de t, et P = P (x) est solution de :

q——— VP; div(q) =0 dans 2
(E) KoV (@ (1.38)
q-1ilr, = —qa; ¢+ 7ilr, = 0; Plry = Ry
et la saturation réduite u, solution de :
(0 <u(zt)<1 dans @
ou
S(x)— +d d =0 d -
iy | V@G i G)D — div (K(@)Ta() =0 dans Qo
ulp, =1 ; KVa(u) - filr, =0 et ulp, =0 sur [0, 7]
[ u(z,0) = u’(z) dans Q

1.5 Existence et unicité de solution faible

1.5.1 Cas mono-dimensionnel

Dans le cas mono-dimensionnel, pour I := |0, 1[, on suppose que les données
du probleme vérifient les hypotheses suivantes, qui assurent 1’éxistence et 1'unicité

de la solution faible :
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(H1-1) ® € L= (1) telle que 0 < &_ < @ (x) < &F < 1, p.p. dans I.
(H1-2) K € L>(I) telle que 0 < K_ < K (z) < KT < o0, p.p. dans I.

(H1-3) a € C'([0,1]) tel que pour a = o', a(0) = a(l) = 0 et a(s) > 0
Vs €10, 1].

(H1-4) b € C' ([0, 1]) est une fonction monotone telle que b'(s) > 0 Vs € |0, 1].
(H1-5) w° € L*> (I) tel que 0 < u°(z) <1 p.p. dans I.

(H1-6) o' est une fonction continue holderienne d’exposant 6 € 0, 1] et boa ™

une fonction continue holderienne d’exposant #.

et on notera u la solution faible du probleme (P;) définie par :

w:)0,7[ — Wy; 0 <wu(x,t) <1p.p. dans Q, (i)
() ug € L*(0,7; W) et a(u) € L*(0,7; W) (i) (1.40)
I o, [@uve + (b(u) — Ka(u),) v,] dtdz
\ + [, ®uv (2,0)de =0 YveV (é1)

ol les espaces fonctionnels W, Wy et V' sont définis par :

W:={weH (I); w(l) =0}
Wo = {u € L2(I); <u) €W; [aw)](0) =a (D)}

Vi={v el (0,7;:Ci(1)); v(.,7) =0}
alors on a le résultat suivant :
Proposition 1.2 Sous les hypothéses (H1-1)-(H1-5) le problemes (P;') admet

au moins une solution faible. Si de plus l'hypothése (H1-6) est vérifiée, (Py)
admet une solution unique. [ CHJ86, GAM96, JINIO).
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1.5.2 Cas multi-dimensionnel

Dans le cas multi-dimensionnel, notre étude portera sur ’analyse de schémas
numériques pour ’équation en saturation (1.33), en supposant que la vitesse de
filtration totale ¢ est donnée ou calculée numériquement tout en vérifiant (1.34).

On considere alors les hypotheses suivantes sur les données du probleme, qui

assurent 1’éxistence et 'unicité de solution faible :

(H2-0) Q est un ouvert borné de IRY, de fronticre lipschitzienne I' = 952.
(H2-1) @ € L™ (Q) telle que 0 < ®_ < & (z) < & < 1, p.p. dans Q.

(H2-2) K est un tenseur symétrique défini positif, uniformément borné dans §2
(cad VE£0,0< K_[¢° < €K (2) € < K* |¢]> < oo p.p. dans Q).

(H2-3) a € C'([0,1]) tel que pour a = o', a(0) = a(l) = 0 et a(s) > 0
Vs €10, 1[.

(H2-4) b€ C'([0,1]) est une fonction monotone telle que b'(s) > 0 Vs € 0, 1].
(H2-5) u° € L*° (Q) tel que 0 < u° (z) <1 p.p. dans Q.

(H2-6) ¢ € L*(0,7; H (div,Q)), telle que div(q) = 0, ¢ 7ilr, = —qa < 0,

6) g
q-7ilre =0et ¢- 7|, > 0.

(H2-7) 7€ (L™ (Q.))".

(H2-8) o' est une fonction continue holderienne d’exposant 6 € |0, 1] et boa ™!

une fonction continue holderienne d’exposant %9.

Une solution faible u pour le probleme (Py) est définie par :

w:]0,7[ — Wy; 0 <wu(x,t) <1p.p. dans Q, (i)
w, € L0, ;W) et au) € L*(0,7; W) (i)
I Jo, (@uv + [b(w)q — KVa(u)] - Vv) dtdx

T Jo @ulv (2,0)dz =0 YveV (ii1)

(P}) (1.41)
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ou les espaces fonctionnels W, Wy et V' sont définis par :

W :={we H (Q); w=0sur I's}
Wo:={uel*(Q); au) e W; a(u)=a(l) sur 'y}
Vi={ve ' (0,7;C*Q)); v(,7)=0etv=0sur 1 UT3}

alors on a le résultat suivant :

Proposition 1.3 Sous les hypothéses (H2-0)-(H2-6) le probleme (P5) admet
au moins une solution faible. Si de plus les hypothéses (H2-7)-(H2-8) sont
vérifiées, alors (P}) admet une solution unique. [ CHJ86, GAMI6, BOHIS5].

1.6 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté une formulation mathématique du
probleme d’écoulement diphasique de fluides en milieu poreux, ou les incon-
nues sont réduites a la saturation de 'un des constituants et une pression fictive,
le probleme ainsi formulé est gouverné par une équation parabolique non linéaire
dégénérée couplée a une famille d’équations elliptiques paramétrée par le temps.

Des résultats d’éxistence et d’unicité sont présentés pour ’équation en satu-
ration (1.33) dans le cas du découplage. Bien que ce probleme est plus simple
que le modele général, il décrit certaines situations physiques, par exemple le cas
mono-dimensionnel (1.36) qui sera étudié au chapitre 2, et le cas ot les équations

de saturation et de pression se découplent (1.39), qui sera étudié au chapitre 3.



Partie 1

Schémas volumes finis pour une
équation de convection-diffusion

dégénérée en milieu poreux
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Chapitre 2

Convergence de quelques
schémas de type volumes finis

dans le cas mono-dimensionnel

2.1 Introduction

probléeme mono-dimensionnel non linéaire de convection-diffusion dégé-

D ans ce chapitre, on développe des schémas de type volumes finis pour le

néré, vue au chapitre 1 :

( 0 <wu(z,t) <1 dans Q-
() O (z)us + b(u)x — (K(z)a(u);), =0 dans Q, 2.1)
u(0,t) =1; u(l,t) =0 sur [0, 7]
u(z,0) = u’(x) dans

ou on note par u; la dérivée en temps de la saturation u et u, la dérivation
en espace, @, := I x [0,7[ ou I :=]0,1], a € C'([0,1]), telle que a := o/,
a(0) =a(l) =0et a(s) > 0Vs €]0,1[, b € C' ([0,1]) est une fonction croissante
(voir Figures 1.5-1.4), ® et K € L*> (I).

Ce probleme modélise I’écoulement diphasique de fluides immiscibles et in-
compressibles, en milieu poreux. Par exemple le drainage de I’huile par injec-

tion de l'eau a débit constant, dans une carotte poreuse (voir Figure 2.1).

39
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Pour I'analyse mathématique de ce probleme on se réfere a [ ALL83, AKM90,
ARB92, CHJ86, GAM96|.

Z

Production

Z

Fig. 2.1: Ecoulement mono-dimonsionnel dans une carotte poreuse

Dans la suite, nous allons présenter des schémas de type volumes finis, qui
prennent en compte les discontinuités dies au caractere purement hyperbolique
du probleme au voisinage de la dégénérescence du terme de diffusion.

Ce chapitre est organisé comme suit : dans la section 2.2, on rappelle les
hypotheses sur les données du probleme (P;) qui assurent 'existence et 'unicité
de la solution faible. Dans la section 2.3, nous présentons la discrétisation par
trois familles de schémas numériques de type volumes finis pour le probleme
(Py). Pour tenir compte, d’'une maniéere efficace, des discontinuités, la solution
est approchée par des constantes par maille. Dans la section 2.4, on établit la
stabilité L> et des estimations BV sous les conditions CFL appropriées. La
convergence de ces schémas est donnée dans la section 2.5. Les résultats de ce
chapitre ont fait I'objet de la publication | AFA97], et peuvent étre vu comme
une extention des résultats de Evje & Karlsen [ EVK99, EVKO00] pour des

schémas differences finies monotones explicite et implicite.

2.2 Hypotheses sur les données du probleme

Dans la suite, nous supposons que les données vérifient les hypotheses suiv-

antes, qui garantissent l'existence et I'unicité d’une solution faible du probleme,
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voir chapitre 1 proposition 1.2 :

(H1) e L>(I) telleque 0 < ®_ < P (x) < dT < 1, p.p. dans I.

(H2) K € L*(I) telle que 0 < K_ < K () < K* < o0, p.p. dans I.

(H3) « € C'([0,1]) tel que pour a := ', a(0) = a(1) =0 et a(s) > 0Vs €]0, 1].
(H4) b € C'(]0,1]) est une fonction monotone telle que ¥'(s) > 0 Vs € ]0, 1].
(H5) u® € L> (1) tel que 0 < u’(z) <1 p.p. dans I.

(H6) o' est une fonction continue holderienne d’exposant 6 € ]0,1[ et bo a™*

une fonction continue hélderienne d’exposant %.

Plus des hypotheses supplémentaires pour la convergence des schémas numériques.
(H7) w° € BV (I).
(H8) Ka(u®), € L= (I)n BV (I).

Ces dernieres hypotheses sont en général vérifiées par les données physiques
du probleme, méme pour des perméabilités K discontinues. Dans Evje &
Karlsen | EVK99, EVKO00], ot K =1 et I = IR, on suppose v’ € L' (IR) N
BV (IR) et [b(u®) — a(u),] € BV (IR).

2.3 Discrétisation par volumes finis

2.3.1 Notations

Pour une discrétisation en volumes finis, on introduit les notations et définitions

suivantes :

.....

n, une partition de I avec x;y; = x; + Azx;, on pose Ax =

.....
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On note : 2,1 le centre de [;,1 := [z, xiq], 1 =0, Ty, =1

1
2
I; .= [:EF%,:I:H%], i=1,..., N, le volume de controle (voir Figure 2.2).
hi == |Li| = ;1 — ;_1, et on pose h := min (h;).

Pour ® € L (I), on pose @, := 7~ [, ® (z)da.

Pour des raisons de simplicité on suppose que la fonction K est constante

par morceaux, et on pose K; 1 := K L1
2 1+ 5
Pour une condition initiale u® € L* (I), on pose u := ;- [, u’ (z) dz, avec
1 7

les conditions aux bords ut =1 et u, ,, =0.
2 =13

n

i+

constante sur le volume de controle I; [resp. au point (z, +1 tn) |-

Soit ul [resp. w!_ , ] une approximation de u au point (x;,t,) supposée
2

Ces approximations seront définies par les schémas numériques qui suivent.

On aura besoin aussi de ’hypothese sur la régularité du maillage :

(H9) 35 €]0,1], tel que fAx < h, ol 5 est un constante indépendante de h.

A
n+l
s Lo o’
n n
° ol/.
At a Ui-1/2 U1+1/2
UII
v I, o >
Xi-1/2 Xi Xi+1/2
< >
h

i

Fig. 2.2: Volume de contréle I;
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2.3.2 Définitions

En intégrant (2.1) sur I; X [t,, t,41] on obtient le schéma suivant :

Pourt=1,..., N,
tni1
®; (ultt — ) hy + / (b(u)H% - b(u)i_%) dt (2.2)

tni1 tn+1
/1 (——ii) dt—zgl/1 (aauo> dt
iti > Jt, i-1

Ce schéma peut s’écrire sous la forme suivante :

At At,
nHl _ gn Fo+F) =2 (Gn, +6ly) 2.3
YT <I>h< s ) T o, -3 (2:3)
ou F il et Gi , sont respectivement le flux de convection et le flux de dif-
2 2
fusion, a droite et a gauche du point z; 11 =10 I;, définis par :

1 tn+1
F:_L = / b(u)H%dt
nJty,

1 tn+1 (24)
Fry= -5 /t bur) ydt
et
T Kl /tnﬂ (aa(u)> gt
it3 At, J o it+3
K (2.5)
o e ()
i+ At, J, 92 JipL

soient F (ulH, u;) et G:i (uiy1,u;) des approximations a deux points respec-
2
tivement de Fi , et Gil, appelées aussi flux numériques.
2 2

La conservation des flux numériques est une propriété caractéristique des
schémas numériques pour les lois de conservation, cette conservation est en
général définie par ’égalité entre le flux entrant et le flux sortant a travers une
interface du maillage [ EGH00, KRO97].

La consistance du flux numérique est en général définie pour que l'ordre

de I'approximation numérique choisi pour le flux soit supérieur ou égale a 1.

[ EGH00, KRO97]
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Ainsi d’apres ces définitions de la conservation et de la consistance, pour
les flux numériques des termes de convection et de diffusion cités séparément
dans | EGH00, KRO97], on peut les généraliser par :

Définition 2.1 (Conservativité) On dira que les flux approchés Froet Gy
2 2

sont conservatifs au sens des volumes finis, si on a une conservation locale :

FFi4+ i =0et G +G T =0pouri=1,..,N, — 1 (2.6)
+5 i+ i+5

1=
z+2

plus une conservation globale :

Fy o+ FiT =)Dy et Gy, + Gy = [K@a)liy,  (27)

Définition 2.2 (Consistance) On dira que les flux approchés Frooet G,
2

N[

sont consistants au sens des volumes finis, si on a :

Fi:i; (v,v) = £b(v) pour tout v € [0,1] et
2
G:f% (Wip1,u;) = iKH% (8%;u)>i+l +6(h) pour tout u assez réquliére

(2.8)
ou |0 (h)] < Ch, (C € IR, ne dépendant que de u).

Définition 2.3 (Volumes Finis) On dira qu’un schéma numérique pour le
probleme (Py) est de type volumes finis, si les flur numériques approchés sont

conservatifs et consistants au sens des définitions 2.1 et 2.2.

De (2.2) nous pouvons décrire trois familles de schémas volumes finis (SVF)
conservatifs et consistants : I'un est explicite, les deux autres sont implicite et

semi-implicite.

2.3.3 Schéma explicite

En utilisant une approximation explicite dans (2.2), on a :
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Pouri=1,..., N,

@i (it — ) b+ (b = b)) Al

1
2

iy () oy (220 2.9

=3

Le terme de convection est approché par un schéma de Godunov [ GOD76],
soit b(u);ﬂr% = b(qu%) ol uZF% est la solution au point z;,1 du probléeme de

Riemann suivant :

(PR) { O(x)uy + b(u), =0 (2.10)

— n — n
ug = u; et ug = uj

et du fait que b'(u) > O on a !, = u
2

approché par un schéma décentré amont, ce qui assure une conservation et une

n
7

c.a.d. le terme de convection est
consistance pour le flux de convection, pour le terme de diffusion on choisit une
approximation centrée, d’ordre 1 de la forme :

(220" elit) o)

i+

Ainsi d’apres les hypotheses (H3)-(H4), le schéma peut s’écrire sous la forme

suivante :
ut = — Aty (b(ul) —b(ul ) + KZLA% (o (ufyy) —(u)))  (211)
! Y Dhy ! ! ®h; Ax; ’ !
a2 ()~ ()
pour i =2,...,N, — 1, et
n+1 n Aty n K%At" n n
ui™ = uj E(b(ul) —b(l))+m(0f (uy) — a(uf)) (2.12)
T =, = o (b)) — bk, ) (213)
Ky, 1At

" Oy hy Avn (a (ul,) —a(uhy, 1))

Pour des raisons de simplicité des notations, on pose :

a(ug) = aul), a(uy, ) =a(u},) et b(ug) :=b(1)
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ainsi on peut écrire le schéma sous la forme suivante :
Pour:=1,..., N,
L g S (b(ult) — b(u,)) (2.14)
KH_;Atn K. 1At,
2 2

7

F Beda, @ i) m o) — g () m i)

u

(2

Ici les flux numériques sont donnés par : pour ¢ =1, ..., N,

G () = 2 (o (ul) — o (ul ) (219)
-1 (Wi iy Az, . i i—1
et
Fy (ufyg ) o= =0(uf)
—K; 1 (2.16)
Gipy (i uf) = 3= (o (ufha) — o (uf)

ce qui assure la conservation des flux, la consistance est die au fait que les
approximations choisies sont d’ordre 1, et par suite le schéma explicite (2.14) est

de type volumes finis au sens de la définition 2.3.

2.3.4 Schéma implicite

De méme en utilisant une approximation implicite dans (2.2) le schéma de-
vient :

Pouri=1,..., N,

n n Atn n n
upth = — o.h, (b(ui*") = b(ui™})) (2.17)
KZ-Jr;Atn K. 1At,
2 2

+ Tag @) —a (@) - g (e () —a (u))
avec
o (ug™) =a (u™), o (uifly) = (uil') et b(ug™) =0(1)

Notons qu’on a utilisé ici une approximation implicite pour les termes de convec-

tion et de diffusion. Les flux numériques sont donnés par : pour 2 =1, ..., N,
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i—1 (A i—1
*+ n+l , n+l Ki—% n+1 n+1 (2.18)
Gif% (“z 7“1—1) = Az (0‘ (uz ) « (“z‘—l ))
et
Fi () = —b(ur )
*— n+1 n+1 _KH'% n+1 n+1 (219)
GH% (uif ui ™) = Az, (o (uit) —a (ui™))

ce qui montre la conservation et la consistance des flux, au sens des définitions 2.1
et 2.2, et par suite le schéma implicite (2.17) est de type volumes finis au sens
de la définition 2.3.

2.3.5 Schéma semi-implicite

Ici on considere une approximation implicite pour le terme de diffusion et
une approximation explicite pour le terme de convection dans (2.2), ainsi on a :

Pouri=1,..., N,

Aty (0 .,
U?H - u? B (I)ihi (b(ul) - b(ui_l)) (2-20)
K1 At, et i KF%Atn - -
+gnas (o () = () = g (o () —a (W)

avec
a(uft) =a(uf™), a(uytl) =a(uy") et b(ug) :==b(1)
Ici les flux numériques sont donnés par : pourt=1,..., N,

}7_2 (Uﬂ»u?—ﬂ = b(uj;)

(i) = o (o () —a ()

- (2.21)

N

et
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F;*% (ufpy,ul) = —b(u})
. ntl  n+tl _Ki+% n+1 n+1 (2.22)
GH% (uiﬂ,ui ) = Az, (a (qu) —a(ui ))

ce qui montre la conservation et la consistance des flux, au sens des définitions 2.1
et 2.2, et par suite le schéma semi-implicite (2.20) est de type volumes finis au
sens de la définition 2.3.

L’existence et 1'unicité pour les systemes non linéaires (2.17) et (2.20), seront

étudiées dans la section 2.4.

2.4 Stabilité L°° et estimation BV

Dans cette section, on présentera ’analyse des schémas volumes finis obtenus

dans la section 2.3, et on étudiera leurs stabilités L™ et BV.

Définition 2.4 (Stabilité L>°) On dira que la solution approchée (u}') est L™

)

stable sur I, si on a :

|lu"|l, == sup |ui'| < C pour toutn=1,...,N; (2.23)

1<i<Ny

Définition 2.5 (Stabilité BV ) On dira que la solution approchée (ul') est BV

)

stable sur I, si on a :

lu" | gy ry = Z |ul'y — ul| < C pour tout n=1,..., N, (2.24)
i=0,.., Ny

L’espace BV (I) est I'espace des fonctions a variation totale bornée sur I.

Soient (' et Cy définies par :

C) :==su h et Cy :=su i (R + iy (2.25)
b ip D;h; 2 ip D;h; Ax; Ax;_y .
D’apres les hypotheses (H1)-(H2) et (H9), on a :

g
aSCHS

1 28°K_ oK+
5 g SO

(2.26)
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2.4.1 Analyse du schéma explicite

Proposition 2.6 Sous les hypothéses (H1)-(H7), (H9) et la condition CFL
sutvante :
At , At
CFLy = —Cy sup bU'(s)+ —Cy sup a(s) <1 (2.27)
h " o<s<a h? " o<s<1
la solution approchée (ul) définie par (2.14) satisfait le principe du mazrimum

discret suivant :
0<u!<lpouri=1,...Nyetn=1,... N, (2.28)
De plus, le schéma explicite (2.14) est BV stable.

Démonstration. On écrira le schéma (2.14) sous la forme suivante :
Pour:=1,..., N,

ultt =l — 3 h ! (uf —ul ) (2.29)
K 1AL, K;_1At,
B, iy (i — ) = g iy (o~ i)

ol

b, - b(UZ; : Z(ZUZI_J ot = oz(uz; : Z:(Li?_ﬁ St £,

oy =0 (uy) et a?,% = a(ul) sioul =ul,
avec

ag =a Nz+§ =0, ug:=1 et uy =0

D’apres les hypotheses (H3)-(H4) les coefficients " , et a?!
2

, sont tous positifs,
2
ainsi on peut écrire I’équation (2.29) sous la forme suivante :

Pouri=1,..., N,

- e At,, KH;At " Ki 1At . 530
w = (L S s A et T B A Yims (2.30)

. At,, Ki 1At " KiJr%Atn .
+ Ui (I) h (I) h; AZ‘Z 1 _2 + qu q)thAIZ ai-"_%
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maintenant d’apres la condition CFL (2.27) on a

Aty Ki 1Aty K;_1At,
1— n —2 ___a", S E— O >0
®ih; 2 " ;hiAx; Gy T D,h;Ax; 4 g =

et par récurrence sur n on a :

0<uf <lpouri=0,.,Ny+1 = 0<u*' <1
d’ou la stabilité L°°.

Pour montrer I'estimation BV, nous avons d’apres (2.30) :

pouri=1,...., N, —1

n+1 n+1

Uiy — Yy

_ (un un) 1 At” b/n KlJr%Atn a® KlJr%Atn a®

— . - . - 0., 1 Y a. 1 — —/———/—————Q., 1
e Qipr1hivi T2 Dihig Az e by Axy

n n Atn mn Kl*%Atn n

K, 1AL,
+ (U — i) - a;:.g

Qiy1hiv 1Az

En utilisant la condition CFL (2.27) et par prolongement de la fonction u"
a lextérieur de lintervalle [0,1], par u”||_sof := 1 et u™[j1 oo := 0, il vient

immédiatement que

n+1 n+1
E ‘Uz‘+1 — U ‘

1€EZ

n n
SE:‘ui+l_ui|

1E€EZ

At KH_;Atn
no gl (B gy T e
' Z e =] <(I)i+1hi+1 itg T D 1hi 1Ay ity

1€EZ
+§ |y, — | wan = E "
i+1 ) ®Zhle’L ity P i+1 7

1€EZ

Aty m

1 —

ihiyr 2 Qpphin Az i OiAzg



2.4 Stabilité L>° et estimation BV 51

et par suite on a l’estimation :

[ = 3 - < e ] < o0
(2.31)

Ceci termine la démonstration de la proposition 2.6. m

2.4.2 Analyse des schémas implicite et semi-implicite

Pour les schémas implicite et semi-implicite, on montrera d’abord 'existence
et I'unicité de solution pour les systeémes non linéaires (2.17) et (2.20), en utilisant

un algorithme de point fixe.

On pose
Uum .= [ug,u’f, e U ....,uﬁ,x]t et W" .= [wg,w?, e, W ....,w}ffx}t
avec
wl =l — o, (b(uf) = b(u} ) = uff — 0 b;f% (u —ul ) (2.32)

pour ¢ =1,..., N, et wy :=ugy = 1.
Les solutions des schémas (2.17) et (2.20) peuvent s’écrire comme des limites

des solutions des systemes d’équations linéarisées suivants :

-Dl <|:Un+1:| (k)> |:Un+1:| (k+1) — UTL avec [Un+1i| (0) — Un (233)

et

D2 ([Un+1:| (k)> [Un+1] (k+1) — Wn avec [Un+1:| (0) — UTL (234)

ou Dy, s = 1,2, est une matrice tridiagonale dont les éléments non nuls s’écrivent

sous la forme : (Dy),,:=1et pouri=1,.., N,
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_ (k) (k) (k)
D, (yr+1)(®] ( /n+1> ( n+1> ( @+11)
D (Ut . b d : + dz+§
r (k)
D, (Un+1)(k) I b/n+1 d;jé) ) (2.35)
D, (1) ®)] - dn+1>
L 1 ) Jiit1 i+3
et
S Aty (7 \N® 7 \B)
Da (U] v YT e (d é1> + (dz@)
r ] At, (k)
Dy ()] = g () (2.36)
: 1 At ()
D n+1\ (k) = ( n-‘rl)
|72 (o) Jijit1 D, h; d“rz
ou

(k) Ki,l (k)
(dnH) — A—Q (a”+11) pouri=1,....N,
i3 Ti-1 T3

2 2
(k) (k)
m—+1 n+1 o
et (d% ) (sz-i- ) =0

Lemme 2.7 Sous les hypothéses (H1)-(H7), les solutions ([UnH](k))k I des
€

systemes (2.33) satisfont le principe du mazimum discret suivant :
0< W™ <1pouri=1,..,Nyetn=1,., N, (2.37)

Le méme résultat est valable pour les solutions des systémes (2.34) sous la con-
dition CFL suivante :

At
CFLy:= TC& sup b'(s) <1 (2.38)

0<s<1

ot Cy est donnée par (2.25).

Démonstration. D’apres les hypotheses (H3) et (H4), les coefficients b "'
2
et d?il sont tous positifs, ainsi il est facile de voir que la matrice D, est une
2
matrice a diagonale stictement dominante, avec

Dii =Y |Dij)) > 1 (2.39)

i#j
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donc ||D;Y|., < 1, ou |||, est la norme matricielle /,,, de plus Dy est une
matrice monotone [ MIC96, FUL9S|, c.a.d.

Di,i >0 et Di,j <0 pour ¢ 7&] (240)
donc on a (D), - > 0, et par suite
vV e 0,1 Do e o, 1)V (2.41)

Or U° € [0, 1]Nﬂ”+1, ce qui implique par récurrence sur k puis sur n, que toutes
les solutions des systemes (2.33) [U"+1)**Y) = p;! <[U”+1](k)> ("] € [0, 1)
c.a.d. satisfont le principe du maximum discret.

Pour le schéma semi-implicite, on a d’apres la condition CFL (2.38) :

At,
b/n >O
(i) 2

0<u<lpouri=0,..N,

n n A n n At” n
wl = (ul (1— ol o ) ui_l@hibg_;) >0

et par récurrence sur n,on a :

implique que

et

n __ At/ A m
wi—( (1_<I>hb )+u q)hb )

<((-aimy) waim) -

c.a.d. Wme|o, 1]N"’+1, ainsi toutes les solutions des systemes (2.34) [U”“](kH) =
DQI ([Un+1](k)> (W] € [0, 1]N‘”+1, c.a.d. satisfont le principe du maximum dis-

cret. Ceci termine la démonstration du lemme 2.7. m

Maintenant on revient a l’existence et 1'unicité de solution pour les schémas

implicite (2.17) et semi-implicite (2.20).
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Proposition 2.8 Sous les hypothéses (H1)-(H7), il existe une et une seule
solution (ul') pour le schéma implicite (2.17), de plus cette solution satisfait le

principe du maximum discret suivant :
0<u!<1lpouri=1,..,Nyetn=1,.. N, (2.42)

Les mémes résultats sont valables pour le schéma semi-implicite (2.20) sous la
condition CFL (2.58).

Démonstration. Pour le schéma implicite (2.17), on a d’apres le lemme 2.7

la suite ([U "*1]( )> est bornée, donc on peut extraire une sous-suite conver-
kEIN

gente, notée aussi ([U "*1](“) , telle que
kEIN

U= lim [0 ® e ((o, 1))t (2.43)

k—o00

et d’apres la continuité de application V —— Dy (V) [V], la limite U™*! est une
solution du systeme non linéaire Dy (V) [V] = U™ qui est équivalent a (2.17). On
conclut alors I'existence d'une solution pour le schéma implicite (2.17).

Pour montrer 1'unicité, on suppose Ut V™! deux solutions du schéma
implicite (2.17), c.a.d. qu’'on a

pourt=1,.... N,

= = S0 () — b))
K”%At” n41 nt1 Ki—%At" n+1 n+1
+M(a(“¢+1)—a(“i ))—W(a(ui ) — o (uif)))
et
> LCADELCAD)
KH_;Atn K. 1At,
2 2

P ()~ a () — g o () — a ().

par soustraction, on obtient
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At,

T = = o (0 = b = b)) + b))
+ w (Oz (un-l—l) —a (Um—l) o a( n+1) + a( n-l—l))
(Dzthwz i+1 i+1
K, 1At,

_ W (a (u?+1) — (U?H) . a( n+1) + a( n+1))

et par suite, on a pour 2 =1,..., N,

K3 3

ntl__ntl) [

(Uz Y )( D, h; O, h;Az; +‘I>¢hiA$i—1

() bg*lAt"JrKi_%ai_lAtn = (uy —viy) 5 =0
i—1 i—1 q)zhz @zth$Z—1 i+1 i+1 CI)ZhZsz

ou

(2.44)

n+1 n+1 n+1 n+1
b o— b(ui ™) — b(vi ™) ot a = a(ui ) —a(v) si ultl o gt
1T n+1 n+1 T n+1 n+1 i i
U = U — Y
b, = b (uth) et a;:=a(u}™) sttt =t
- n+l . ntl . n+l . n+l
avec ag == ay,+1:= 0, ug" =vy" =1etuy  =vy = 0.

Ce systeme d’équations peut s’écrire sous la forme suivante :
D (Un-‘rl’ Vn+1) [U’n-‘rl o Vn+1:| =0 (245)

ou D est une matrice N, x N, tridiagonale dont les éléments non nuls s’écrivent
sous la forme suivante :

pourz =1,.... N,

[D (Un+1 Vn+1)]~ ) = q)lhz + b + KH—%G. + KZ_% a:
’ X Atn zK Al’l T Al’z_l )
i—1
(D (UL, V)] = b — 2 a4 i>2 (2.46)
1,1 K Axi—l
1

[D (UL VY], = N 1< Ny —1
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D’apres les hypotheses (H3)-(H4), les coefficients b, et a}' sont tous positifs,
ainsi il est facile de voir que la transposée de la matrice D est a diagonale
strictement dominante donc inversible, et par suite on a I'unicité de la so-
lution du schéma implicite (2.17). L’existence et l'unicité de la solution du
schéma semi-implicite (2.20) s’obtiennent de la méme maniere. Ceci termine la

démonstration de la proposition 2.8. m

L’étape suivante est d’établir une estimation BV

Proposition 2.9 Sous les hypothéses (H1)-(H7) et (H9), approzimation
(ul') donnée par le schéma implicite (2.17), est BV stable. Le méme résultat

est valable pour le schéma semi-implicite (2.20) sous la condition CFL (2.38).

Démonstration. Pour le schéma implicite (2.17) on a :
Pouri=1,...,N, — 1
i+3 i+3 L a’n+1At

VAL, K, la”“At K,
i+5 + +
D hipi P hz—i—l Ax; (I)zthxz

(s ) (14

b n+1At
n n n+1 n+1 277
Kiféa’.lJrllAtn 1 1 KH%CLT:}Atn
n+1 n+1 =3 n+ n+ T3
U, —U — | + (u —Uu
* ( ! t ) Dihi Az ( 2 o ) Dip1hipy 1Az

en prolongeant la fonction u" a I'extérieur de l'intervalle [0, 1], par u™||_oo o == 1

et U™ |j1,100[ := 0, on obtient :

bIAL, K iaTIAG, KZ+1a”+1At
‘U,n+1—un+1‘ 1+ Z+ + 2 ”H‘g +
§ i+1 i
ez Pir1hiva Piy1hip1Axy d;h;Ax;
b n+1At
n n n+1 n+1 7‘+2

< E ‘Uiﬂ — Uy | + E |Uz’+1 — Uy ‘ Do

i€z i€Z i1l

n+1 At

n+1
4 Z |uﬂ+1 _ urz+1’ K”?aH 4 Z ‘un-l-l _ uﬂ-&-l‘ K”‘z i+3
. B 1h; HA@ R @Zhlel

1€EZ
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ce qui donne

n+1 n+1 n n
Z ‘uiJrl — U ‘ < Z |Ui+1 — Y

1E€EZL IE€EZ

ainsi on a estimation suivante :

Moy = 2 i w0 >0 fui —wp] < o)
| BV(I) T Uipp — U | S Uiy = Uy | S {[U7]| gy

i=0,....,Ny i=0,....,Ny
(2.47)

Pour le schéma semi-implicite (2.20), on a :

pour i =1,.... N, — 1

K, 1a"7At, K, 1an+1At
(urHt — upt?) (1 @Z:ih:f Az, ;Z I, sz )
i+1 ~ Ui By 1hi i T Wi o
+ (™t — (W) () — ) ( K sa) s Aty )
Z o Pili Az A i D 1hipiAripy

en utilisant la condition CFL (2.38) et par prolongement de la fonction u™ a

I'extérieur de I'intervalle [0, 1], par u™||_ao 0 := 1 et u"|}1 4oo[ := 0, on obtient :

§ n+1

. KZ+1a"+1At KZ+1a”+1At
n+
‘ Pip1hi1 Az * ®;h; Ax;

ez

b, b AL,
< no el 1= ”2— s
a ie% ‘UHI " { D 1hita * Z ‘UHI i { Dit1hip

+1 +1 Kisg ?IIA +1 +1 K a:l:}At
+2 i = g R ) e e A

1€EZ

ce qui donne
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n+1 n+1 n n
§ :’uiJrl - ‘g E :lui-l-l_ui

1€Z 1€EZ

ainsi on a 'estimation suivante :

[y = D i =t < Y0 Jul =] < el gy
i=0,...., Ny i=0,....,Ny

(2.48)

Ceci termine la démonstration de la proposition 2.9. m

2.5 Résultat de convergence

Dans cette section, on présente un résultat de convergence des schémas vol-

umes finis introduits précédements. Pour cela, on a besoin du lemme suivant :

Lemme 2.10 Sous les hypothéses (H1)-(H9) et la condition CFL (2.27) pour
le schéma explicite (2.14), la condition CFL (2.38) pour le schéma semi-implicite
(2.20), et sans aucune condition CFL pour le schéma implicite (2.17), l'estimation

sutvante est vérifiée : pourn =0,..., N, — 1

[ il = 3 e oal<ox @i
i=1,.N,
ou C (é, sup (), 1u°|| gy () » 1 (u®)
de h et At.

IHBV(I)> est une constante indépendante

Démonstration. Pour simplifier, on présentera simplement la démonstration
pour le schéma explicite, les mémes résultats s’obtiennent de la méme maniere
pour les schémas implicite et semi-implicite. Cette démonstration est analogue
a celle des travaux de Evje & Karlsen [ EVK99, EVKO00], une autre idée de
la démonstration se trouve dans Ghilani | GHI97].

E ltipliant (2.14
n multipliant (2.14) par A7

et en sommant pour j < 4, on obtient
n
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59
pourz=1,... N,
T K 1
wl = ; CI)jhj]A—th =0b(1) — b(u}) + Aa:; (o (ulyy) —a(u}))  (2.50)

et on pose wg := 0 et wj, ., := b(1), de plus on a

uttt —
Wi’ —wiy = (I)ihiZA—th
et
witt = wi = b(uf™) + b(up)
Ki+% n+1 n+1 KZ+% n n
T AL (o (uif) —a (ui*h)) - Az (a (uiyy) —a(uf))
(A A
1
= w} =" (T — )
}(i-‘rl n+i +1
+ —ij (ai+12 (“?:11 - “?+1) - a? ’ (U?H - U?))
ou

gos D) =) ek o) —au) Lur

i : urH_l o i . u’(H—l —un ? i
1 ! ‘ 1 ' '

bR = (ud) et a ?:=alu}) siouf T =

n+% L TS
avec ay 3, :=0, d'ou

/7’L+l
At,b, 2
n+1 __ n U n n
w; =Wy — T oh (wi - wi—l)
1'%
n+i n+i
At, K, 1a, At, K, 1a, *
niyi4sYi41 n-*i+35"
b (wp, — 2 (w] —w! ;)
D 1hip Ax; o ’ D;h; Az ’ ot

ainsi on a
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n+1 n+l __
Wity — Wy =
1 1
'nti nt3 n+tj
(w]! w') | 1- Aty At"KH%aiH At K+3a1+1
i+1 — W
D 1hi D1 hip Ax; (I)z+1hz+1A$z+1

’ 1 n-+
Atb 2 At K1

ol — el ) | gt T aaAn
At K+3 CLH_Q
* (wiH a wiﬂ) q)i+2hz+2sz+1

en utilisant la condition CFL (2.27) et en prolongeant la fonction w™ a 'extérieur

de 'intervalle [0, 1}, par w™|j—so 0 := 0 et W"|j1 4oo[ := b (1), on obtient :

n+1 n+1
§ :|wi+1 —w; |
i€Z
'l n+ n+%

< | n n’ 1 Atnbi+12 AtnKl Z+1 AtnKi-i-%ai—‘rl

E wt o —w! — — —
= i+1 7

P D 1hin ¢’¢+1hi+1A$i Qi 1hip1Axiy

’ 1 n+
n n Atnbin+2 AtnK’L 14, ’

EXZ
ALK, sa'
E n n n i+%ai+2
w; — W;
+ } i+2 l+1‘ . h Al‘
icZ i+2/04-2 i+1

soit

n+1 n+1 n n
§ :’wz’+1 —w; ’ < § :‘wi—i-l_wi

1€Z [1sy/4

et par suite

n+1
E b, h E }wlfll - w?“} est décroissante.
i€Z i€Z
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Finalement d’apres les hypotheses (H7) et (H8), on a :

A Juf — )
€EZ €EZ
_ 0\ _ 1(s0 a (ufyy) — o (uf) B a(u)) —a(ufy)
= s b(u_y) — b(uy) + L Az, Ky Az,
< sup(d') ||u0HBV(I) +[|Ka (uo)xHBV(I)
soit
h [l — ] <C
iezz A,
ou
1
Ci= o (300 [y + [ K (1), ) <00 (251)

Ceci complete la démonstration du lemme 2.10. m

Remarque 2.11 Le lemme 2.10 exprime la L' continuité en temps de la

solution approchée.

Corollaire 2.12 Sous les mémes hypothéses du lemme 2.10, on a de plus les

estimations discrétes suivantes : pour n=1,..., N,

. _ o (ufy) — o (uf) a(uf) = a(uf,)
[ Ko (u )g;”Bv([) = i:lZN Ki+% Az, - Ki—% N <C
(2.52)
et
n I o (U?Jrl) -« (’U,?)
1Ko (1)l ooy = S Ky Az <C (2.53)
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Démonstration. En effet on a :

o (uj ) — o (uy o(uy') — o (u
‘|Ka(un)xHBV(1) — Z Ki+% ( +1) ( )—K- ) ( ) ( 1)

‘ A‘T,L 2 Axifl
i=1,..,Ng.
< Z ‘w;‘ — w?_1| + Z ‘b<u?—1) - b(u?)}
i=1,..,Ny i=1,..,Ny
< Z ‘w? - w?_1| + sup(b) HunHBV(I)
i=1,..,Ny
< 2sup(t) HUOHBV(J) + || Ka (uo)mHBV(I)
soit, d’apres ’hypothese (H8)
| Ko ("), [y < C (2:54)
ou
C = 2sup(b') H“OHBV(I) + || Ka (uo)x”BV(I) < o0
et
. . a(u? 1) — o (u)
10 W)l pmry = S0P Koy =5
n+1 |
< b CI) h ] j
nﬁmo H0l+2 0, )
) 14— 0+ 50l 0 )

soit, d’apres 'hypothese (H8)

|Ka (), |y < C

ou

€ 1= sup(t) ([ = 1] gy + [0 r) + 150 (), [y <20 (259



2.5 Résultat de convergence 63

Ce qui donne les estimations cherchées. m

Maintenant, on va montrer le résultat essentiel de cette section. On note par
u la solution faible du probleme définie par (1.40) et on définit I'approximation

up, par up, (z,t) = ul dans I; X [tn, tpy1].

Théoréme 2.13 Sous les hypothéses (H1)-(H9) et la condition CFL (2.27)
[resp. (2.38)] Uapproximation uy, donnée par le schéma explicite (2.14) [resp.
semi-implicite (2.20)], converge vers u dans L' (Q,) quand h et At tendent vers

zéro. Ce résultat est aussi valable pour le schéma implicite (2.17) sans aucune
condition CFL.

Démonstration. Pour montrer la convergence de u, = uy (z,t) vers la
solution faible définie par (1.40), on passe a la limite dans I’équation discrete.

Des propositions 2.6, 2.8, 2.9 et du lemme 2.10 (uy) est bornée dans L (Q,)N
BV (Q,) G L' (Q,) avec injection compacte. On peut ainsi extraire une sous-

suite encore notée (uy,), telle que

up — u*  dans L' (Q,) (2.56)
quand h et At tendent vers 0, ot la limite u* € L* (Q,) N BV (Q,) (voir Evans
& Gariepy | EVG92] p. 176).

Soit ay, (u) € L (0,7;C° (I)) définie par : oy, (u) (z;,t) := o (uf') pour tout
t € [tn, tnra[ et ap (u) (1) € Pyosur I 1. Il est facile d’obtenir de (2.53) et de
I'hypothese (H2), 'estimation suivante :

pour tout ¢ € [0, 7]

[ (cn (u)):pHLoo(I) <C (2.57)

ou C' est une constante indépendante de h et At. Ainsi de I'injection continue
de W (I) dans H' (I) on a :

ap (u) — o dans H' (I) — faiblement
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pour tout ¢ € [0, 7] et en utilisant 'injection compacte W (I) & C°(I) on
a:

ap (u) — o dans C° (1) (2.58)

ot a* € H' (I) et de (2.58) o* satisfait les conditions au bord.

L’étape suivante est de montrer que o = « (u*). Utilisons ’hypothese (H3),
il vient de (2.56) que :

pour tout ¢ € [0, 7]

a(up) — a(u*) dans L' (1) (2.59)
et du fait que o (up) € BV (I) on a :

/|a up) — ap, (u)|dx

Z sz}a( H1) — uf)‘

o No—1
1 n
< Bhlla(u sy —0
et par suite
lo (up) — oy (u)| — 0 dans L' (1) (2.60)

on en déduit maintenant de (2.58)-(2.60) que o* = a (u*).

A ce stade, on conclut que u* vérifie (1.40)-(7), (i7), il reste & montrer que
u* satisfait (1.40)-(ii7). Pour cela, soit v € V une fonction test, notons par
vl = (wi_%,tn) En multipliant les schémas (2.14), (2.17) et (2.20) par h;v}®;,

et en sommant sur n et 7, on obtient :

n+1

ZAthv”@ +2Atnv ) — b(us_y)) (2.61)

= Z At,o!
n,i

a (“z‘+1) —a (uf) B @ (“z) o (“z‘—l)
KH—% A[L’z KZ_% Al’i_l

ou (k,s =mn oun+ 1) suivant les schémas explicite, implicite et semi-implicite.

On transforme cette sommation (2.61) sous la forme suivante :
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ot — n+1
3 hauda; + Z Aty a1, % (2.62)
k) — o (uF
= Z Aty hib(uy) ”1 - Z Aty K, ZH)A% 2e) (v —vp4y)

En prenant en considération les hypotheses sur les données et utilisons le

théoreme de Lebesgue, quand h et At tendent vers 0, il s’en suit que

—Zh UOUO(I) —

+1

Z Athaul @, il

At,

zn
n

ZAthb z+1h U;

E Y oo (o
SOAK,, (“)A 00 ()

- /@uov (x,0)dx
I

—// dur v dtdr
/ / Vv, dtdx

_ / / (K (@) o)) v

Finalement, passons a la limite dans (2.62) il vient que

/l Suv (z,0) dx + / / [+ (b

— Ka(u"),)v,]dtde =0  (2.63)

D’out u* est la solution faible du probleme (1.40) lequel admet une unique solu-

tion w. Donc toute la suite (uy,) converge vers u. m

2.6 Conclusion

Le but de ce chapitre était de développer des schémas volumes finis pour une
équation non linéaire mono-dimensionnelle de convection-diffusion dégénérée.
Nous avons traité et analysé trois familles de tels schémas. Apres avoir établi
que les schémas sont L> et BV stables, sous les conditions CFL appropriées et
satisfont le principe du maximum discret, nous avons obtenu des résultats de

convergence vers la solution faible du probleme.






Chapitre 3

Convergence dans le cas
bi-dimensionnel pour un maillage

rectangulaire

3.1 Introduction

n considere dans ce chapitre la discrétisation par des volumes finis rect-
O angulaire, dans IR? de I’équation de saturation décrivant 1’écoulement
de deux phases liquides incompressibles et immiscibles dans un milieu poreux,
pour lequel, nous nous limitons au cas ot les équations de saturation et de pres-
sion se découplent (voir chapitre 1, (1.38) et (1.39)), ’équation de saturation
est a convection dominante, le terme de diffusion est petit mais important et ne

peut étre négligé, le probleme est alors décrit par :

(0<u(,yt)<1 dans Q-

ou . »
(I)E + div (b(u)q) — div (KVa(u)) =0 dans Qr (3.1)

ulr, = uo ; KVa(u) - filr, =0 et ulp, =0 sur [0, 7]

| u(z,y,0) = u'(x,y) dans €2

ou u(z,y,t) est la saturation de l'eau, ¢'(z, y) la vitesse totale, ® (x, y) la porosité
du milieu poreux et K (x,y) le tenseur des perméabilités absolues du réservoir.
O :=1xJ C IR?ou I et J sont des intervals bornés de IR. La frontiere I' := 95

67
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est formée de trois parties telle que I' = ' UT, U T3 avec [Ty > 0 et I;NT,; = ()
pour i # j; ['; est la partie du bord o1 'eau est injectée, I's 1a partie imperméable
et I'y la partie de production. Soit [0, 7[ I'intervalle du temps d’étude, on note
Qr = Q2 x[0,7]. a(u) et b(u) sont des fonctions non linéaires qui dépendent
de la mobilité et de la pression capillaire, avec le coefficient de diffusion a := o’
vérifiant : a(0) = a(1) = 0 (dégénérescence du terme de diffusion). ug € {0, 1}.
Ce chapitre est organisé comme suit : dans la section 3.2, on introduit les hy-
potheses sur les données du probleme (P,), qui assurent 1’existence et 1'unicité de
la solution faible. Dans la section 3.3, nous présentons la discrétisation volumes
finis du probleme (P,) en utilisant un maillage rectangulaire. Une approxima-
tion explicite du terme de convection combinée avec une approximation explicite
[resp. implicite] du terme de diffusion est considérée. Dans la section 3.4, nous
présentons des résultats de stabilité L™ et estimation BV sous les conditions
CFL appropriées. Un résultat de convergence sera donné dans la section 3.5. Les
résultats de ce chapitre, généralisent ceux du chapitre 2 au cas bi-dimensionnel

et ont fait 'objet de la publication [ AFI99].

3.2 Hypotheses sur les données

Par la suite, on introduit les hypotheses suivantes, qui sont suffisantes pour
I'existence et 'unicité d’une solution faible du probleme (voir proposition 1.3),

plus des hypotheses supplémentaires pour la convergence des schémas numériques :

(HO) Q:=1 x J C IR? est borné.
(H1) ® € L™ (Q) telle que 0 < ®_ < @ (x,y) < & < 1, p.p. dans Q.

K (z,y) 0
0 K2(z,y) )
telle que 0 < K_ < K* (z,y) < KT < oo pour s = 1,2, p.p. dans €.

(H2) K est un tenseur diagonal de la forme K (x,y) = <

(H3) «a € C'([0,1]) tel que pour a := ', a(0) = a(1) = 0 et a(s) > 0Vs €]0, 1].

(H4) b € C'(]0,1]) est une fonction monotone telle que ¥'(s) > 0 Vs € ]0, 1].
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(H5) u® € L>(Q) tel que 0 < u°(z) <1 p.p. dans Q.

(H6) ¢ € H (div,Q), telle que div (q) =0, ¢-7ilr, = —qa < 0, ¢ 7l|ra = 0 et
(H7) € (L™ (Q)"
(H8) o' est une fonction continue hélderienne d’exposant 6 € ]0,1[ et bo a™!

une fonction continue holderienne d’exposant #.
(H9) u° € BV ().

(H10) KVa(u®) € B(I x J) := L'(J; BV (I)) x L\(I; BV (J) ).

Dans I’hypothese (H2), K est un tenseur diagonal, cette restriction est die
au maillage rectangulaire choisi, vu que ’approche qu’on présente ici est une
généralisation des résultats obtenus dans le chapitre 2. De méme dans les
hypotheses (H6)-(H7) ¢ est indépendant du temps, cas ou les équations se
découplent voir (1.38).

3.3 Discrétisation par volumes finis

Avant de présenter la discrétisation par volumes finis pour le probleme ()

on donne quelques notations.

3.3.1 Notations

® (tn),—o.. n, une partition de [0, 7[ en des intervalles de pas de temps At,, :=

tni1 — b, et on pose At := max At,,.

e ¥, := (M,;) une partition rectangulaire de Q, o M;; := I; X J;, pour
i=1,...,N, et j =1,...,N, (voir Figure 3.1), appelée aussi volume de

controle .

o 1) = (x;,y;), centre de M;; .
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e On pose Az; := |[;], Ay; == |J;], A:z:H% =X —x; et Ayﬁé = Y41 — Y-
e h:=min (Az;, Ay;), Az := max Az; et Ay := max Ay;.
1] ? J
o £y :={ledM,\I', pour M;; € ¥}, M; € ), tel que M N M; = L.
® Oy =0 (xpr, xp) est la distance euclidienne entre xp, et xyy,.

e Pour ® € L™ (Q2), on pose ®;; := - |ffM (x,y) dzdy.

e Pour des raisons de simplicité, on suppose les fonctions K (z, y) constantes

par maille et on pose K7 := K°|y,; pour s = 1,2.
o, . . o, . 0 00 R
e Pour une condition initiale u® € L* (£2), on pose uy; : |M”| ffM (z,y) dxdy.

e Soit uj; [resp. v | une approximation de u au point (z;,y;,t,) supposée
constante sur la maille M;; [resp. au point (x;,t,) supposée constante sur

l € OM].

Ces approximations seront définies par les schémas numériques qui suivent.

On aura besoin aussi de I’hypothese sur la régularité du maillage :

(H11) 35 €0, 1], tel que fmax (Az, Ay) < h, ot 3 est un constante indépendante
de h.

Mg
Iv|| 1 Mi,j MI+1J
M

Fig. 3.1: Volume de controle )
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3.3.2 Définitions

En intégrant (3.1) dans M;; X [t,, t,41] ot M;; € ¥j, on obtient le schéma

suivant

tn+1
By (uns™ — ) | M| + Z/ G - ing,, ) 1] dt
1edM;;
tn+1

= ) K\NVa(u); - i, |l dt (3.2)
1edM;\T 7 tn
ou 757, est la normale extérieure a [ € OM.
Le schéma précédent peut s’écrire sous la forme suivante :
pourt=1,...,N,, j=1,..., N,

At,,
e L < A F T FE ) (3.3)
Dy | M| \i+2d i
At,
+—" (G*1 +G+1 +G* 1+G+ 1)
ZJ|M1J| )

ol F:r 1, ot Gir 1, sont respectivement le lux de convection et le flux de
2 2
diffusion, a droite et a gauche de I'aréte | = M;;1; N M,;, définis par

pouri=1,...,N,;, 7=1,..., N,

+ o
R, = —AQ—tn/t b() 1

Foti =t AL ) b(w); 41,4t
et
Ay n+1
+ “F* !
GH—QJ = At /;n VOé( )H_ljdt
G e tnﬂv dt
N VR

Fj; L1 et GjE el sont respectivement le flux de convection et le flux de diffusion,
2 2

en haut et en bas de l'aréte | = M;;1 N M;;, définis par
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pouri=1,...,N,;, 7=1,...,N,

qY;;+1 sz tnt1

+ . T7uUT3
Fijy = At /t Pl

_ qyijJr%Axi tnt1
Foy="an ), MW

et
Ki_"_leZ tn+l
+ . Y73
_ o 5

ou (qx, qy) sont les composantes de ¢. On pose

pouri=1,...,N,;, 7=1,..., N,

- + - +
Fr = FH%J. et G = GH%J. il = Mip1; 0 M;;

+ _ ot + ot
F; —Fl.j+% et G _Gij—&-%

sil= Mij—l—l N Mij

Solent F}* (unr, ung,) et Gf (unr, un,) des approximations a deux points respec-
tivement de Fj et Gj, appelées aussi flux numériques.

La conservation des flux numériques est caractérisée par I’égalité entre le flux
entrant et le flux sortant a travers une interface [ € M [ EGH00, KRO97].

La consitance du flux numérique est tel que ’ordre de I’approximation numéri-
que choisi pour le flux doit étre supérieur ou égal a 1. [ EGH00, KRO97]

Ainsi d’apres ces définitions de la conservation et de la consistance, pour

les flux numériques des termes de convection et de diffusion cités séparément

dans | EGH00, KRO97], on peut les généraliser par :

Définition 3.1 (Conservativité) On dira que les flux approchés F} et G sont

conservatifs au sens des volumes finis, si on a une conservation locale

F+ " =0et G + G =0 pour tout | € £,\T



3.3 Discrétisation par volumes finis 73

plus une conservation globale

*— *+ *— *x—+ _ =2
Z (FNer%j + F%j) T Z (FiNer% - F;% > - /Fb(u) (=q-1)ds

J i
zj: (G +63) + 2 (G, +Ci7) = /F KVa(u) - iids

Définition 3.2 (Consistance) On dira que les flux approchés F}* et G} sont

consistants au sens des volumes finis, si on a :

F* (v,0) = +b(v)(—=q - iarg) 1] pour tout v € [0,1] ; et

G (upr,upg,) = K Va(u); - iy |l + 0 (h) pour tout u assez régulicre
ot |0 (h)] < Ch, (C € IR, ne dépendant que de u).

Définition 3.3 (Volumes Finis) On dira qu’un schéma numérique pour le
probléeme (Py) est de type volumes finis, si les flur numériques approchés sont

conservatifs et consistants au sens des définitions 3.1 et 3.2.

De (3.2) on déduit trois familles de schémas de type volumes finis; 'un ex-

plicite les deux autres sont implicite et semi-implicite.

3.3.3 Schéma explicite

En utilisant dans (3.2) une approximation explicite pour les termes de con-
vection et de diffusion, on a :

pouri=1,...,N,, 7=1,...,N,
At,

wp =+ g D b (= i) [
ij [Mi) leaM;,
At
+ S KVa(u)} - g, |l
®ij [ Mij] 1€OM;;\T
ou

u =

: b(u;@l) siq - ﬁMq’,j,l <0

ij
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avec M}, € ¥y, tel que I = M},NM;;, sachant que b(uﬁﬂj) = b(up) sil € OM;;NTy,
et q - ;0 > 0sil € OM;; N (o UTs), le terme de convection est approché
par un schéma de Godunov décentré amont (voir Godunov | GOD76]), ce qui
assure la conservation et la consistance pour le terme de convection. Pour le
terme de diffusion on choisit une approximation d’ordre 1, avec K; la moyenne
harmonique entre Ky, et KMZ_lj, c.a.d.

K= <|Mz‘j! Ky, + | My KX/IZ‘) (1M + |2l ]) ™

et en utilisant div (q) = 0, soit > (g - fiag,.) || = 0, on a le schéma explicite
lEaMij

suivant :

pouri=1,...,N,, 7=1,..., N,

ug ™t = (3.4)
- 1 -
At” Ki+%j n n Ki_%j n n
+ O, Az | Az, (O‘<Uz'+1j) - a(uij)) + Az, 1 (O‘(uiflj) - O‘(“z’j))
- 79 2 9 2 -
Atn Kij-i-l Kij_l
+ 2 (a(ufsy ) — alugs)) + 2 (a(uy_y) — afur,
By | T ) = o) + a0 o)

o (61 = D)0, 3,)* + 00 ,) — ), )]
* @jzlyj (b<u?3+1) - b(u%))(—qyij+%)+ + (bug ) — b(“?j))(qyz‘j—%)ﬂ

avec les conditions au bord suivantes :

(
n

a (ujp) == a(ujy) ; a(u?Nerl) = O‘(“?Ny)
a(uf) =a(u) ;o (u’}vﬁlj) =« (u’]{,ﬂ)
b (ujpy) := b(ug) si My NIy # 0, b(ujy) sinon
b(U?NyH) i= b(ug) si M;n, N Ty # 0, b(u?Ny) si non
b (ugj) i= b(ug) si My;nTy # 0, b (u?]) si non
w (uf,11;) = bluo) st My,; "Ly #0, b(uy, ;) sinon

Ici les flux numériques sont donnés par :
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pour M € ¥,

Fy (ufy,uhy) o= b(uly,) (=@ - fian) " 1 = 0(uly) (=G - i)~ 1|

K|l
G| (u}@,u%) = 5]l\4|l| (a (u’]wl) — (uﬁ/[))

)

ce qui montre la conservation des flux, la consistance est die au fait que les
approximations choisies sont d’ordre 1, et par suite le schéma explicite (3.4) est

de type volumes finis au sens de la définition 3.3.

3.3.4 Schéma implicite

En utilisant dans (3.2) une approximation implicite pour le terme de convec-
tion et de diffusion, on a
pourt=1,... N, 7=1,... Ny

wlt =l + ] Z b(w)y ™ (=Gi - 7iar,a) |1
” leaM”
At,, n+l =
+ _— Z Kl (Va(u)l ‘ nML'j,l) |l|

g |Ml]‘ leé)Mij\F
ou :
busY) st G- fiagy > 0

bu); ™ =

1
b(u’ﬂl]) si q - Mg,y <0

avec M, € ¥, tel que [ = M}, N M;;. En utilisant div (7) = 0, on a le schéma
implicite suivant :

pourt=1,..,N,, j=1,..., N,

1 At K1+ J 1 1 K} 5J 1 1
n __ . n+ n T3 n+ n+ =3 n+ n+
YT B A | By, (i) — a(ui™)) + m(a(uilj) —a(ui™))
A, [ K7 :
n ijJF% n+1 n+1 ij*% n+1 n+1
— ou:hy) — oy + —(alu; ) — aluy;
Foasy | By O ~ o) + FiHa(u) -t >>]
(3.6)
Atn n n n n
- (I)Al' (b(uljllj) b(uz]+1)>( qx1+ )+ + (b(uzjllj) b(ul]+1)>(qx1*l3)+:|
iJ i -
At,

(I)ijij -
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avec les mémes conditions au bord (3.5). Ici les flux numériques sont donnés

par : pour M € X,

Fy (uyf upd ') o= 0(uif ) (=G - diara) " 1) = 0(uf ) (=G - 7iarg) ™ NI

= 200 o ) ()

* n+1 n+1\ .
Gy (uy] s Upp ) =
ce qui montre la conservation des flux, la consistance est due au fait que les

Onry

approximations choisies sont d’ordre 1, et par suite le schéma implicite (3.6) est

de type volumes finis au sens de la définition 3.3.

3.3.5 Schéma semi-implicite

En utilisant dans (3.2) une approximation explicite pour le terme de convec-

tion et une approximation implicite pour le terme de diffusion, on a :

At, N
up =l 4 Y Z b(u)} (—G - 7ias, ) |l
i | Mij] l€OM;
At,, el o
* D5 | M| Z Ky (Va(u)™ - iiag, ) [1
Y t ZGBMZ']'\F

pourt=1,...,N,, j=1,..., Ny, ou

b(u” _z_) siq - ﬁMij,l <0
ij

avec M|, € ¥, tel que [ = M}, N M;;. En utilisant div (7) = 0, on a le schéma

semi-implicite suivant : pour i =1,..., N, 7 =1,..., N,

1 1
ntl___—n 2 (a(u?h) — a(u) + ——Z ((ultL) — a(ul
i OyAz; | Awi (fuiag) = o) + Az, 1 (aluicy) ~ ol ))]
2 2
At KZ'J*% +1 +1 Kij—l
- - a(ul) — () + —2(a(ulith) — a(uit! 3.7
q)ijij ij+;( ( ]+1) ( J )) ij_l( ( J 1) ( J )) ( )
n At" n n + n n +
=+ g [(b(ufir,) = b)) (=) + (b(ul ) = b)) g, y,)* |
At” n n n n
+ (I%]‘—ij [(b(uijJrl) - b<uij))(_qyij+%>+ + (bugs_y) — b(uij))(qyz'j—%>+:|
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avec les mémes conditions au bord (3.5). Ici les flux numériques sont donnés

par : pour M € X,

Fy' (ujy,ufy,) o= b(uly) (=@ - 7iarg) " 1] = b(ully) (=G0 - 7inga)” ]

B (o ) — o (7))

On
ce qui montre la conservation des flux, la consistance est due au fait que les

G| (uﬁjl,u}fgl) =

approximations choisies sont d’ordre 1, et par suite le schéma semi-implicite
(3.7) est de type volumes finis au sens de la définition 3.3.
L’existence et I'unicité de solution pour les systemes non linéaires (3.6) et

(3.7) seront établies dans la section 3.4.

3.4 Résultats de stabilité

Dans cette section, on présente des résultats de stabilité L et des estimations

BV pour les schémas volumes finis introduits dans la section 3.3.

Définition 3.4 (Stabilité L>°) On dira que la solution approchée (u”) est L™

(4]
stable sur €, si on a :

lu” ||, = sup |ufs] < C pour tout n =1,..., N,
ij

Définition 3.5 (Stabilité BV ) On dira que la solution approchée (u") est BV

tj
stable sur €, si on a :

”unHBV(Q) = Z ’u?j—i-l - UZ| Az; + Z ‘u?-i-lj - u?]’ Ay; <C
i,

i7j

pour tout n =1, ..., N,

Soient C, et C'x définies par :

C, :=sup

h ((aw g ) +ae,_y )7 (—ay, 1) ey, )" < 414l <o
i Dij d_

Ax; + ij
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et

h2 ey K' 2 K2 QK+
C = Sup — i+57 + =57 + ijt5 + iy < 00
K ijp (I)ij <AxiAa:i+% AxiAI,L,% ijijJr% ijij,% - o
On introduit les conditions CFL suivantes :
At At
CFLy := —C, sup V(s) + —Cx sup o'(s) <1 (3.8)
h 0<s<1 h 0<s<1
et
At ,
CFLy:=—C, sup b'(s) <1 (3.9)
h " o<s<i

et on établit les résultats suivants :

3.4.1 Stabilité L

Proposition 3.6 Sous les hypothéses (HO)-(H8), (H11) et la condition CFL
(3.8), le schéma explicite (3.4)-(3.5) est L™ stable. De plus, la solution ap-
prochée (u?]) satisfait le principe du maximum discret suivant :
0<wuj <1 pourtout My €%y etn=1,., N; (3.10)
Démonstration. Le schéma (3.4) peut s’écrire sous la forme

pouri=1,...,N,;, 7=1,..., N,

u%ﬂ — uZ (3.11)
(K , a” . K a' ]
_ Atn z+%1&z+§j ( n+l _ uT.H‘l.) + zféjalféj ( n+l un-&-l')
(I)Z]A.Tl _ szJr% ij i+1j szié 1J i—1j ]
(K% ,a” K% ,a" T
_ Atn zg—i—%@l]-ﬁ-% ( n+l _ n+1) + Z]—% 7«]_% ( n+l n+1)
i Ay; I Ayji1 Y v Ay;_1 N v |
Atn bn n n + bn n n +
+ By A, L+hi (uin; — uiy) (—gwiy)™ + i1 (it — uij) (4zi-1)
Atn pn n n + H n n +
T B, Ay, itk (i = i) (—ayigy) ™ + 05y (uior — i) (ayij-y)
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ou
n _ it1j 1) L ) n 7 N N Yo o} :
bii%j = g S Uik # uj; et bii%j = b'(uj;) si non
i15 ij
n _ 15+l i coon n n _lm .
biji% = g S Ui # ug; et biji% = b'(uj;) sinon
i1 ij
a(ulyy;) — a(ul)
n _ iE1j 1) L ) n n ! n :
Uty = siugyy; 7 ug; et aj1; =@ (u;;) si non
it1j ij
a(uly) — a(ul)
n _ ijE1 1] s oon n n I/ .
Qi1 = o 51 Ui # ug; et a1 = (uj;) si non
i1 ij
avec les conditions aux bords
a%j : ai% : aNﬁ%j : aiNer% =0
n Uo si (I’Z,y%> € Fl n Uo si (wi’yNy—l—%) € Fl
Uj 1= o et Uin, 41 = o
uyy sl non gy, simnon
W ) uwosi (x%,yj) el . ) ugsi (xNﬁ%,yj) el
up; = o et un, 415 = o
uf; si non uly, ; Sl non
ainsi on a :
Kl n Kl n K2 n 2 n
s S Atn (HKiyi%ds i-35%-13 i+3 %t} i-3%5-}
%) %) ®1] Az,-Aa?iJr% Aa;iAxi7% ijij+% ijij,%
n _ + n + n _ + (e +
_Atn bi+%j( qxi+%j) bi,%j(qxi—%j) n bij+%( qyij«r%) biji%(qyij,%)
D, Ax; Az; Ay Ay;
Kl n Kl n KQ n K2 n
Aty [Eigy iy it B n  Sied g K3 %g o
(I)ij Aa:iAxiJr% i+17 AwiA:cii% i—1j ijij+% ij+1 ijij*% ij—1
n — +un n +un n _ +om m +.n
+bi+%j( 91 §3) U + bif%i(qxi*%j) Hi-1j bz‘j+%( Wijy ) Vi e
Az; Az; Ay; Ay;

et en utilisant la condition CFL (3.8), on a par récurrence sur n :

0 < u;; < 1 implique que 0 < u?jﬂ <1

d’ou la stabilité L*°. Ceci termine la démonstration de la proposition 3.6. m
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Proposition 3.7 Sous les hypothéses (HO)-(H8), (H11) et la condition CFL
(3.9), le schéma semi-implicite (3.7)-(3.5) est L™ stable. De plus, la solution

approchée (u?j) satisfait le principe du maximum discret suivant :
0<wuj <1 pourtout Mjj €%y etn=1,.,N; (3.12)
on a les mémes résultats pour le schéma (3.6)-(3.5), sans aucune condition CFL.

Démonstration. Pour des raisons de simplicité, on n’écrira la démonstration
que pour le schéma semi-implicite (3.7), qui peut s’écrire sous la forme

pourt=1,...,N,, j=1,..., N,

K 1 n+11 K! 1 an+11
n+1 Aty it5J itgi/on+l o ntl i-5J i—5j/ n+l _  n+l
Uiy + §,A7 | Az, (u uihy) + e (ug i)
L z+§ i—%
[ K2 1a"+11 K? 1a""Ll1
At, i+ it o+l nl =% =% o on4l ot
+ 3, Ay, Avyiy (uij “z’j+1) + —ij,% (uij uijfl) (3.13)

= u;; + ﬁi"m [b?—i-%j(u?-ﬁ—lj - u?j)<_qxi+%j>+ + b?_%j(u?—lj - u%)<qxz¥%j)+]

aok (U (i — ) (—ayg )™+ B (i — ui@-)(qyij_%)*]

On pose
t
n __ n n n n n n
U" = [uoo,vn,...,uNzl,uu,...,uij,...,uNzNJ
et
t
n __ n n n n n n
W = [woo,wn,...,wal,wIQ,...,wij,...,waNJ

ou les indices ij correspondent a la maille M;;, et soit :

wi; = U + 7 R [ fea (Ui — i) (=amip )" + 0 (il = “?j)(qxi—%j)ﬂ
a8 [y O~ )y a) 8y (0 )y

pour i =1,...,N,, j=1,..., N, et wj, := uf, := up, (condition au bord I'y).
Le schéma (3.7) peut alors s’écrire comme limite des solutions des systemes

d’équations suivants :
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D ([U”*l}(’“)) [ Y = avee [t @ = o (3.14)
ou D est une matrice bande d’ordre N,N, + 1, dont les éléments non nuls

s’écrivent sous la forme :

(D)gg:=1letpouri=1,..,N; j=1,..., N,
n+1Y (k) _ Aty nt1 n+1
[D (U ) ]ij,ij =1+ CijAz; ((d ) (d“rg]) )
-3k ((Wl) e (n)")

(k)
D (U™ (k)] _ A, (dn+1) [D [+ } _ Aty <d@+1‘)
|: ( ) ij,i—1j CID,;J'AIZ' i—1 ( ) ij,it1j q:'iiji 7,—‘,-%]
[D (U”H)(k)] _ Aty (dn+1 ) [D (U"“ ] _ Aty (dn+11>(k)
ijij—1 q)ijij 7,]—* ij,ij+1 q)ijij 7;]""'5

ou

1 )P Kj—%j nt1 \ . .
<d. j) =L (a. j) pour i =2,..., N, j=1,...,N,

Zﬁ% 17% Zﬁ%
dn+1 (k) K?j—% n+1 (k) . 1 N . 2 N
< ’L]—%) —ij7% (CLU_%> pour v = 1,..., INg, ] = 4, ..., y

(k) (k) (k) (k)
m—+1 o m+1 o m—+1 n+1 L
e ()= ()= (@) (d) =
Il est facile de voir que la matrice D est une matrice monotone, c.a.d. on a

(D7), =0, de plus (D;, ; |D;;|) > 1, donc |[D7, < 1, ot |||, est la
i#£]
norme matricielle Iy, ainsi YV € [0,1]V*™ %! D=1V e [0,1]¥™ " Utilisons la

condition CFL (3.9) on a :

0<wuj <lpouri=1,..,Nyetj=1,..,N,

implique que :

n n + noopn — n
n At,, (ul.;_lj ZJr1j( qth J) +uil 1]b %j(qxi—%j) " uzj+1bij+%( qyij+ 1)t +u” 1b %(qyij,
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donc par récurrence sur k et n on a : U™ € [0, 1]N1Ny+1 implique que W" &
[0,1]¥ ™ et par suite [Um+]*T) = p1 ([U”H](k)) wn e 0,1V ainsi
on a toutes les solutions des systemes (3.14) satisfont le principe du maximum
discret (3.12).

Maintenant, on revient a l'existence et I'unicité de la solution du schéma

semi-implicite (3.7). On a la suite ([U ”*1](“) est bornée, donc on peut ex-
kEIN

. : . . k
traire une sous suite convergente, notée aussi ([U "+1]( )) , telle que U™*! .=
keIN

klirn [U”“](k) e ([0,1])"*! et d’apres la continuité de I'application V —s
D (V) [V], lalimite U™ est une solution de D (V') [V] = W™, ce qui est équivalent
a (3.7). La démonstration de I'unicité est analogue a celle du chapitre 2 (cf. propo-

sition 2.8). Ceci termine la démonstration de la proposition 3.7. m

3.4.2 Estimation BV

Pour avoir une estimation BV forte et par suite une convergence forte dans
LY(Q,), comme dans le cas mono-dimensionnel, on a besoin des hypotheses

supplémentaires suivantes :

(H12) ®(x,y) est constante p.p. dans €2, pour simplifier on pose ¢ = 1.

(H13) g.(z,y) = ¢"(z) et g,(z,y) = ¢*(y), avec 5.5 € L=(0).

K! 0
(H14) K(x,y) est un tenseur de la forme K (z,y) = ( () )

0  K*(y)

On retrouve ces hypotheses dans Saad & Zhang [ SAZ97] pour une équation
elliptique discrétisée par une méthode volume fini avec un maillage carré adap-
tatif. Pour un cas plus général, on peut avoir une estimation BV faible et par

suite une convergence forte dans L?(Q, ), qui sera 'objet du chapitre 4 (voir aussi
[ AF199)).
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Proposition 3.8 Sous les hypothéses (HO)-(H14), et la condition CFL (3.8)
[resp. (3.9)], pour le schéma explicite (3.4)-(3.5) [resp, semi-implicite (3.7)-

(3.5)], on a Uestimation BV suivante
Hun”BV(Q) = Z Ay; |u?+1j - UZ} + ZAxi ‘U?jﬂ - Um <C (3.15)

i,j i,J

Oa?
ou C (’7’ sup (V') ’ T e
de h et At. Le méme résultat est valable pour le schéma implicite (3.6)-(3.5)

,HuOHBV(Q)> est une constante indépendante

sans aucune condition CFL.

Démonstration. On se restreint au schéma semi-implicite (3.7), (la démonstration
est analogue pour le schéma explicite (3.4) et implicite (3.6)). De (3.7) on a :
pouri=1,..Ny—1,j=1,...,N,— 1

AtpK' o™t} Atp K a™T]
(UTH_I. . n+1) 1 + z+§ z+2] + +§ 1+2J
i+1j z] A:EZA(E AmHlAaﬁ

At K! 1a"+11 AtnKl za”
— (ultt — L )—573 — (W — L )A
ij =13/ AxiAz, 1 i+2j i+1j Az Az,
2

AtnK?

7’L+1 2

o) - a(ugi” 1))W

- (a(uij

AtnK?+ 1 At, K?

1
+ (O‘(U?jllg) - O‘(“?—tﬁj—kl))ﬁ + (O‘(uﬁrll]) - O‘(U?ﬂl] 1))W
2 -2

Atnbd” 1 .(*Q.l 1 )+ Atpb” 1 (ql 1 )+
= (u?-i-lj - UZ) (1 - 1+2A]$i e ZZQzZHHZ )
)+ Atpb™ (*q,l
+ (UZ - u?—lj)A—xi + (u?+2j - u?ﬂg) Amzﬂ

Atn(=¢Z, )" Atn(q3_ )"
- (bla) — bl ) —e e+ (b(uty) — blar )~k

Atn(—q? )T Atn(q®

+ (b(uiy1j41) — b(“?ﬂj))# + (b(uiy1j-1) — b(“?—i—lj))#

soit encore

+1 +1 +1 +1
( n+1 n+1) 1+ At, Ki1+%a:+%j + 11+§a?+2] + ]2+%a;n+2] + K]2 2a?+2]
UH-U ZJ Aazi+1Axi+% AziAz, +1 Ay;Ay. Ay; Ay 1
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K! 1an'*'ll K! 3a"+§
_ n+l _  n+l i—g5 =53] n+l _  nitl ity it+5j
= At, (uij Ui—lj)—AxiAxi_l + (Ui+2j uz‘+1j)Am+1AIi+§
2 2
K? 1an+11 2 1an+11
n+1 .+l Jjts it+g5i+l n+1 . n+l j—5 it+5i-1
Huif 0 — uiih) ijijJr%__’_(uH-lj—l U 1) Ay,Bv; g
(_‘Z.l 1)+ (ql 1)+ (_q2. 1)+ (q2 1)+
n _an _ n i+3 i+3 it3 i—3
+ (uyy —ug) (1 Atablsi\ —xe— * Ror v Ay, T Ay
b 3.(—(1.1 3)jL b" (ql 1)+
O GRS WS A A no_ n izgd i
+ Aty | (uig; — uhy) Az + (uf; —wiy;) — 5
b (_42 1)+ " (g 1)+
n _ n i+g.j+1 j+§ n _ n z+§j—1 J— 3
(U101 — Use) Ay, + (U g — u_y) Ay
En utilisant la condition CFL (3.9) on a :
.1 1a7,1+11. Kl 1“7.L+11. K2 1a7,l+11, K2 1a7.1+11.
uftl —ul (14 At 2 Tl oy _ta trad a3 el T —
i+1j 1] n\ Az AatiJr% AziAa:iJr% ijijJr% ijij,%
! 1‘1n+11 ! 3an+§
n+l _  n+l i—5 i—3] ‘ n+l _  nitl ity it+5)
< Atn ‘uz‘j Ui—1j —A%‘A%_; + Uiro; — U1y Azip1Az, 3
2 2
2 an+1 2 n+1
ni1 4

K2 | o™t
n+1 _ . n+l Jt3 iHgitl ‘ n+1 —
+‘ui+1j+1 Uzjt1 Ay, 1 | Ui1j—1 — Wiy Ay;dy;_y

. . Ar BCTE A DL DA
+ ‘ui-ﬁ-lj _uijl L= At, it+1j Ax; Aziqq + Ay, - Ay;

b 3.(_‘11 3)7L br 1 (ql 1)+
n _n i+57 ity ’ n __,n | i—5] i—%
Al | ufgy — wiyyy| P |l — iy

" 42 + pn 2 +
—i—‘ n _on | i+%,—j+1( qj+%) 4 | _on i+%j71(qu%)
Uitrj+1 = Yigp1| = Ay, 7 [Wir1g-1 T Wi Ay,

et par prolongement de u;; par 0 a extérieur de (), on obtient en sommant sur

et g
1 n+1 1 an+1 K2 an+1 K2 an+1
Z {un+1' —uTZ.H| Ay; (14 At its ity its ity Jts ity i—% i+3j
i+17 1] J n A:B7;+1 A:BH_% A%‘AIH_% ijAy]._'_% ijij_%

iEZ
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1 1 K+ n++1 1 1 K1+ n:l
E{ n+_n+ 1?’21 E ’n—i-_n—i-’ ith it}
< Atn |ui+1j | ]AIz+1AZ + Uiy A Y Axle
ijEZ ijEZ 3
2 n+1 K2 ) an+11
nt 1 ”+1| e -3 it3d “fff } n+l n+1‘ _Jtg itg)
+ > fuithy - y > |l — il Ay 1
ijEZ ijEZ 2
(_Q.l 1)1L (q 1)Jr (—q2_ 1)7L (q2 1)+
n _n . o 7 i+ i+5 Jjt3 i—3
+ E: ’“z’+1j “z’j|A% (1 Atnbi+§j< Ao~ T Ao T Ay, T TR,
ijeZ
(_ ) 1 (q )
n 1+21 i+ ‘ n| 1+2J 1+2
+ Aty § : }ui+1j ‘ij Az + § : Uiy — Ui | Ay ATi
iJEXL 1JEZ
n 2 +
+ 2 : ‘ui-i-lj ‘bl+ 57 —4q;- % Tt 2 : ‘uH-l] |bz+ 57 j+ )
IJEXL IJEXL
. , . . .
ainsi on a l'estimation suivante :
q2 1
n+l n+1 / J+§ i—3 n _an .
E ’quj ’ Ay; < E 1+ At, sup (V) 7 }uiﬂj uij‘ Ay,
1JEZ 1JEZ
on établira de méme que
n+1 n+1 / qil+%_qi1—% n n
E ‘uwﬂ —u ‘ Ax; < E 1+ At, sup (b) v ‘uij-i-l — | Az

ijEZ iJEZ

et par suite

I vy 3= 2 P = ™ Aot 3 ety = ™| Ao

< ||u"||BV(Q) (14 cAt) < Hu exp (c7)

ul BV(Q)
0q?

a—yoo)<00

Ceci termine la démonstration de la proposition 3.8. m

._ : 0q'
¢ :=sup (b') max (H%
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3.5 Résultat de convergence

Lemme 3.9 Sous les hypothéses (HO)-(H11), et la condition CFL (3.8) [resp.
(3.9)] pour le schéma explicite (3.4)-(3.5) [resp. semi-implicite (3.7)-(3.5)], on
a lestimation suivante :

i?j

ot =y = 3 Ay i | s Car @)
0J

ou C (é, sup(0'), |41l . » HuOHBV(Q) KVa (UO)HB(IXJ)) est une constante indépendante
de h et At, le méme résultat est valable pour le schéma implicite (3.6)-(3.5) sans

aucune condition CFL.

Démonstration. Pour simplifier, on présentera simplement la démonstration
pour le schéma explicite. Les mémes résultats restent valables pour les schémas
implicite et semi-implicite.

Du schéma (3.4) on a, pour i =1,...,N,, 7 =1,..., N,

Y
(u@“ — un) o w
o~ P Y n 3.17
J Atn AZUZ + ij + TZJ ( )
ol vjz, wi et 7 sont définies par
KL K, -
no.— 2 ooy — ) — ny
Uzg - _AZEH_;( (ul+1j> a(uz])) sz_é( (uzj) a<u11j))_
L o '
Wi = =(o(ufjy) — alugy)) — =(a(uf;) — aluf;_y))
i _ij+1 J+1 ij ij_% J J—1 ]
n 1 n n n n
iy = g | O(ufay) = D)) (i) = (B(uy) = blufy))awio )
1 n n n
+ A_y] [(b<uij+1) - b(“ij))(_qyij-&-%) (b(um) b<uijfl))<qyzj—%) }
ainsi on a
1 1
K', a2 K', 42
n n +37 L n n i—5j 4 n n
vlj+1 v =+ AZ:- (uzjllj uiﬂj) o (uij+1 _uij)
3 =3
1 nts 1 n+3
A:L’H% ij U N i-1j — Wi-1j
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1 1
2 n+§ 2 n+§
z]+laij+1 szflalj
wﬁ.’"l —wl =+ 2 (un'H um ) 2 ( n+l1 un)
iJ i Ay | ij+1 ij+1 Ay | ij i
J+3 J—
1 1
2 TL+§ 2 n+§
Kij+1 ij Kijfl ij—1
Y (gt — ) - =2 )
) ) )= =
Ayj. 1 Ayj 1
N aut) —a(un) n+i
ol a;; ? = = s ult # et ag; P o= o (u) siout = ugl et en
ij J

utilisant (3.17) on a

Ay] ot = Ayv | 1 —

1)

1
n+
AtnK}+ 1.0 2

i Y

1
Atn K} "+7

1

n

Atn K | a2
k2

*jj ¥

q%‘jAl’

l
2
+1A1’1

1
n+
AtnK' | a2
k2

+

+

et

‘I:‘,LJA(EZ_%AZEZ

2 —g3 Y n T
(I)ijAmH_l + @iiji_% (wZ] + Ay]TZ]>
Atn K], s
n 1 a1+1] A’yj i+1j 4w " Ay
Z+1]Azi+7 sz-i—l 1+1j J z+13
n+§
AtnKi 1541 Ay] -1 n
+wity; + Ayyr;
@i,lexi_% Al‘l_ 7,* 7' i—1g
n+2 n+%
Aty 15 Aty 105

A:infj“ =Az;wl | 1—

1
2 nty 2 nt3g
At"Kij_‘_%“ij N Aty z]—%aij
Ay 1 DAy, 1
AtnKz +2 A.T w
i 3 i+ noo ij+1
wag (M ay
A K2 "Jr?
b yay i Azwy;
[
+ <I>¢j—1ij_1 1j—1 ij 1

de méme pour les 77 on a
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r?jﬂ =
+ + + +3
n Atn " i(qx %j)+ At'n " j(qy %)Jr Atnbn ?( hL ]) Atnb? ( qyz]+2)+
TZ] - (I%JACE,L q>7,]Ay] fI’,]Axl éijAy]
+1
+ n n "*? +
AtbL o, Vg Wy W L P S TG S TR
®;11Ax; Az A Tit1j ®;_1,Az; Az A Ti1j
i+1 Yj Li—1 Yj
1
+ n nty L oan n
Aty szrl( qyl]“'g) (,Uij-‘rl + wij+1 + n )+Atnb“,1(qyi]~_%) (Uij—1+ wij_l + n )
D5 11Ay; Az, A Tij+1 D 1Ay; Az, Auv. Tij—1
i Yi+1 i Yji—1
n+l n+l n+ n+l
(Atnbij Plaz_y )T Ataby Py )t Ataby % (—az 1)t Ataby Q(fqyiﬂ%)*)( (4 N w; )
1 n+1 1
Nty blu ") —b(uly) . 1 n+3 . 1 .
olt by; ? 1= = st it # ugl et by 2= (ugf) sty = uif. Soit donce
iJ g
n+1 n+1 n+1
(Ay] +AzwiT + Az Ayl ) (Ay]v AAzw+ArAy; zJ)
ntg + ntg + "'*‘? +E +
Atnbij (qxi,%j) _Atnbij (qyijfé) Atnb (—q i+%j) Atnb (- qyzg+2)
(I)”A:UZ @i]‘Ay]‘ q%JALBZ q%']'Ay]
At K L a2 ALK | TP ALK o AtK? at?
n 1+%‘7a7‘] n 17%‘70,2‘7 n 1J+%a7‘] n U,%aZJ

_ @iiji+%Ami - ‘I’iiji,%Azi - fI’ijij+%ij - (Dijiji%ij

ntd 1
1 n+
AtnK 1 a‘7,+1] Atnbi+1? (7(].’17

1)t

i+57
1+1JA-Z’,L+%A1'1'+1 D 11jAT

(ij’l)?_i_lj+A:Ci+1w?+1j+A$i+1ijr7?+1j)

n+% 1
i—15 Atn i 1] (q:r %

AtnKil_l a
2’ ! (Ay] —|—Axl,1w ~+A£L‘Z’,1ij7”in_1j)

)+

‘?i—ljﬁxi,%ﬂxi—l + ®;_1;Am;

+1 Aiit1 Atnb ”_0_1( qle‘Fg
<I>ij+1ij+%Ay]+1 D1 1AY5 411

(ij+11}%+1+A$iw?j+1+AIiij+17’Z~+l)

At.K? a2 +
n l-j_%aij—l Atpb ”_l(qy )
q:'ijflij_%ijfl igflﬁygfl

(ij lvl] 1+A'T w’L] 1+Ax1Ay] 1r1] 1)

AtnK2 n+% Ot
+
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d’ou en utilisant la condition CFL (3.8) on en déduit que

Z o, At Ay] | = Z | Ay + Azl + Az Ayyr?|

est décroissante, et finalement on a

30, 2520

i7j|
< Z ‘ijvij + A:Eiw?j’ + Z Ax;Ay; }r%‘
ij ij

< |[KVa (u°) HB(IXJ) +2sup(t) [1¢ ||u0HBV(Q)

soit

Ax;Ay; n n
za: At, ALl il <C

ou
€ i= 3 (1K V0 (&) g1+ 25900 11 ]| o)

ceci complete la démonstration du lemme 3.9. m

Remarque 3.10 Le lemme 3.9 exprime la L' continuité en temps de la

solution approchée.

Corollaire 3.11 Si de plus on a les hypothéses (H12)-(H14) alors on a pour

la semi-norme discréte suivante :
n.

Ay

[div (KVa (u") |71 q) = ZAxlAy] | <C
j

(3.18)
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Démonstration. En effet on a :

< 3BTRS sy | S Az, [

,J ij
< g (1670 (1) gy + 25000 10 [16°] )

+2sup(V) 1|l o exp(er) [|u’][ gy )

soit donc
ZAQ}Ay i + wij <C
_ 7 J AZ ij ~
ij

ou

C = 3 KV () | sy + 2 (3 + explen)) sup®) 1@l [[6] gy oy

Ceci termine la démonstration du corollaire 3.11. =

Introduisons maintenant la solution faible u pour le probléme homogene

associé a (P,), pour u|p, = 0, soit :

;

w 0,7 — Wo; 0 <wu(z,y,t) <1p.p. dans Q. (i)
uy € L2(0,7:W') et a(u) € L*(0,7; W) (17) (3.19)
ffoT [Puvy + (b(u)d— KVa(u)) - Vo] dedydt

|+ [Jo ®ulv (2, y,0)dedy =0 Yo eV (141)

ou les espaces fonctionnels W, Wy et V' sont définis par :

W={weH (Q); w=0sur s}
Wo={ueL*Q); a(u) e W; a(u)=0surI't}
V ={ve " 0,7;C*()); v(.,7) =0 et vjr,ur, =0}
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Le probleme non homogene sera étudié dans la Remarque 3.13.

Les données du probleme sont supposées assez régulieres pour garantir I’existence
et I'unicité de la solution faible du probleme. Pour plus de détails, on se réfere
a[ CHJ86, GAM96, JIN9O]. On définit "approximation uy, par uy, (v, y,t) := uj};

pour tout (z,y,t) € M;; X [t,, tn41], DOus avons ainsi le résultat suivant :

Théoréme 3.12 Sous les hypothéses (HO)-(H14), et la condition CFL (3.8)
[resp. (3.9)], Uapproxzimation uy, donnée par le schéma explicite (3.4)-(3.5) [resp.
semi-implicite (3.7)-(3.5)], converge vers u dans L'(Q,) quand h et At tendent
vers zéro. Le méme résultat est valable pour le schéma implicite (3.6)-(3.5) sans

aucune condition CFL.

Démonstration. Des propositions 3.6, 3.7, 3.8 et du lemme 3.9 (uy) est
bornée dans L> (Q,) N BV (Q,) G L'(Q,) avec injection compacte . On

peut ainsi extraire une sous-suite encore notée (uy), telle que

up — u*  dans L' (Q,) (3.20)

quand h et At tendent vers 0, ot la limite u* € L* (Q,) N BV (Q,) (voir Evans
& Gariepy | EVG92] p. 176).
On pose @y, := uy dans Q, et 4y := 0 dans (IR? x IR,)\Q., on peut aussi

extraire une sous-suite, encore notée uy, telle que

iy, — @* dans L}, .(IR* x IR,)

et u* =1u'g, € L'(0,7; HE r, (Q))
ot HL i, () ={we H (Q); w=0sur It U3}, d’ou

up — vt sur LNQ,) et w* € LY0,7; W)

A ce stade, on conclut que u* vérifie (3.19)-(7), (7). Il reste & montrer que

u* satisfait (3.19)-(i7i). Pour cela, soit v € V une fonction test et notons par
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vl = v (2,95, t,). En multipliant par %v 7@y le schéma (3.4), et en sommant

sur ¢, 7 et n, on obtient :

—u”
Zm |M|UM¢>M M +ZAtvM > b(w) (G - i) |1
leoM
n oy K
= ZAISUM Z (a(ufy,) — aluly)) 5 (3.21)
1€OM\T M

On transforme cette sommation (3.21) sous la forme suivante :

. o ,Un—i-l
- Z | M| 0 ®aruiyy + ZM At | M| @aguiy S
+ZAtUM Z b ql an)m
leoM
n n n Kl
=> At Yo (alufy,) — o(uh,)) P (3.22)
n, M 1€OM\T Ml

Prenons en considération les hypotheses sur les données et utilisons le théoreme

Lebesgue, quand h et At tendent vers 0, il suit que

—Z|M!vg4<l)Mu?w — —// duvdrdy
Q
n+1
S At (M| @y u”+1%¢_> _/// Dutv,dtdady
i o

n,M

de méme

ZAtUM Z b(u D= ZAt"UM Z uvy)) (@ - Targ) |1

leoM leoM

—ZN > [bwy b(U”M))(@-ﬁM,z)Ill(v?J—vf)—v?b(U’&)(q?-ﬁM,z)lll]

leoM

=R-— ZAtb Z/ ql TLMl

leoM
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ou

yR|<ZAt Z b(w);" — b(uy)| G - 7inea] 1] [vy — o)

leoM

et par suite, d’apres la proposition 3.8 on a

IR| < c(v hZAt Z‘buMl b(uiy)| 1@ - fara 1]

< ¢(v)hsup (V) |41l O — 0

de plus on a

—ZAtb ulyy) Z/Ul Q- Tipy)ds = — ZAt / (ulyy)div(v"q))dzdy
lcoM
:—Zm/ n(G - Vo) dady

. / / / v) dtdzdy

ainsi

ZAtvM Z b(w)i g™ - g || — /// )¢ - Vodtdzdy

leoM

il reste le dernier terme de (3.22) qui peut s’écrire sous la forme

(v
_ZAta u'yy) Z K, MM Ml>)

1€OM\T

:_ZAta uly) Z KNVl - i |1

1€OM\T

ainsi
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—ZAta ulyy) Z KNt - i |l

ledM\T
- ZAta uh) Y KV i |l - ZAta i) > KV i |l
leoMnT leoM

— / / x) Vv) - fidsdt — /// “div (K (z) Vo) dtdzdy

_ / / K (#) Va(u) - Vodidrdy

Finalement, passons a la limite dans (3.22) il vient que

/// (@' + (')~ KVa(u')) - Vel didody + / uv (2,0) dady = 0

D’out u* est la solution faible du probleme (3.19) lequel admet une unique solu-

tion u. Donc la suite (uy) converge vers u. m

Remarque 3.13 (Probléme non homogéne). Soit U la solution du probléme

suivant : 3

UeH'(Q)

—div (K(x)VU) =0 dans

U|F1 :Oé(Uo), KVUﬁ|F2 =0 6tU|F3 =0
et

_ UM = \Ml fM x)dxr dans M € ¥,
=ulU surl el
D’apreés le lemme 2 de Eymard € al. /EGHQQ/ basé sur l'inégalité de trace,

on a l’estimation suivante :

Z (UMZ - UM>2 +; (UMZ - Ul>2 <

ety

Et par suite pour le probléme non homogéne (Py), on pose Uy, := uj, — o~ " (ﬁh>
dans Q. et uy, := 0 dans (IR* x Ry)\Q,, ainsi la démonstration du théoréme 3.12

précédent reste valable pour uy,.
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3.6 Conclusion

Le but de ce chapitre était de développer des schémas volumes finis avec
des maillages rectangulaires, pour une équation non linéaire bi-dimensionnelle
de convection-diffusion dégénérée. Nous avons traité et analysé trois familles de
tels schémas. Apres avoir établi que les schémas sont L>°, BV stables, sous les
conditions CFL appropriées et satisfont le principe du maximum discret, nous
avons obtenu des résultats de convergence vers la solution faible du probleme.

Pour avoir une estimation BV forte, et par suite une convergence forte dans
L' (Q,), comme dans le cas mono-dimensionnel, on est amené a faire des hy-
potheses supplémentaires sur les données. Les techniques de démonstration in-
troduite ici s’étendent aux problemes a domaine non bornés, vue que les istima-
tions obtenus ne dépendent pas de la mesure de €.

L’extension de la présente technique au probleme tri-dimensionnel avec un

maillage formé de parallélépipede est immédiate.






Chapitre 4

Convergence pour des maillages
non-structurés dans le cas

multi-dimensionnel

4.1 Introduction

lages non structurés, associés au probleme de convection-diffusion non-

O n s’intéresse dans ce chapitre, aux schémas volumes finis pour des mail-

linéaire dégénéré, vu au chapitre 1, de la forme :

(0 <u(z,t) <1 dans Q-
Ju
o () 2 4 ai — div (K _
(P) (x) T + div (b(u)q) — div (K (x) Va(u)) =0 dans Q, (4.1)
ulp, = ug, KVa(u)-flr, =0 et ulp, =0 sur [0, 7]
| u(z,0) = u’(z) dans Q

ou u(z,t) est la saturation de l'eau, ¢(x,t) la vitesse totale, ®(z) la porosité
du milieu poreux et K(z) le tenseur des perméabilités absolues du réservoir
Q C IR (d = 2,3) supposé de frontiere I' polyédrique et formée de trois parties,
telle que I' = Ty ULy U T3, avec |Ty| > 0 et I, NT; = 0 pour i # j; I'y est la
partie du bord ou 'eau est injectée, I'y la partie imperméable et I's la partie de
production. Soit [0, 7] Uintervalle de temps d’étude, on note @, := Q x [0, 7[.

a(u) et b(u) sont des fonctions non linéaires qui dépendent de la mobilité et

97
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de la pression capillaire (voir chapitre 1), avec le coefficient de diffusion a :=
o vérifiant : a(0) = a(l) = 0 (dégénérescence du terme de diffusion). ug €
{0,1}. Pour d’autres applications, I'effet de gravité et des conditions aux limites
peuvent étres spécifiés. La technique développée ici reste applicable pour de tels
problemes. Pour plus de détails sur ’analyse mathématique de ces problemes
voir [ AKM90, CHJ86, FAS95, GAMIG6.

Ce chapitre est organisé comme suit : Dans la section 4.2, on introduit les
hypotheses sur les données du probleme (FPy), sous lesquelles le probleme sera
étudié par la suite. Dans la section 4.3, nous présentons la discrétisation par
volumes finis du probleme (P,) en utilisant un maillage non-structuré. Dans la
section 4.4, nous présentons des résultats de stabilité L et des estimations BV
faibles sous des conditions CFL appropriées. Un résultat de convergence sera
donné dans la section 4.6. Les résultats de ce chapitre ont fait ’objet des publi-
cations [ AFA99, AFA00]. Ces résultats sont obtenus grace a des techniques
développées par Eymard, Gallouét & Herbin [ EGH00| et l'introduction
d’une nouvelle approche du gradient pour le flux de diffusion non lineaire et

anisotrope.

4.2 Hypotheses sur les données

Dans la suite, nous supposons que les données du probleme vérifient les hy-
potheses suivantes, qui assurent ’existence et 1'unicité d’une solution faible du

probleme (voir proposition 1.3) :
(HO) © est un ouvert borné de IRY, de frontiere polyédrique I' = 9.
(H1) & € L>*(Q) telle que 0 < ®_ < P (z) < & < 1, p.p. dans .

(H2) K est un tenseur symétrique défini positif, uniformément borné dans §2
(cad VE#0,0< K_|¢f <E€K (z)€ < KVI[E]° < oo p.p. dans Q).

(H3) « € C'([0,1]) tel que pour a := «’, a(0) = a(1) = 0 et a(s) > 0Vs €]0, 1].

(H4) b € C'(]0,1]) est une fonction monotone telle que ¥'(s) > 0 Vs € ]0, 1].
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(H5) u® € L>(Q) tel que 0 < u°(z) <1 p.p. dans Q.

(H6) ¢ e L*(0,7; H (div,)), telle que div () = 0, ¢-7|r, = —qq < 0, ¢*7i|r2 = 0
et (7 ﬁ|[‘3 > 0.
(H7) 7€ (L= (Q:)"

(H8) a~! est une fonction continue holderienne d’exposant 6 € ]0,1[ et bo o™

une fonction continue hélderienne d’exposant #.

Une solution faible u pour le probleme (Py) est définie par :

[ 10,7[ — Wy; 0 <wu(z,t) <1p.p. dans Q, (i)
() uy € L2(0, 7 W) et_’oz(u) e L*(0,7; W) (71) (4.2)
/ fQT (Puvy + [b(u)g — KVa(u)] - Vo) dtdz
|+ Jo ®u'v (2,0)dz =0 YveV (i11)

ou les espaces fonctionnels W, Wy et V' sont définis par :

W:={we H (Q); w=0sur '3}
Wo:={ueL*(Q); a(u) e W; a(u) =a(ug) sur 'y}
Vi={ve ' (0,7;C*Q)); v(,7)=0etv=0sur 1 UT3}

4.3 Discrétisation par volumes finis

Avant de présenter la disrétisation par volumes finis pour le probleme (FPy),

on donne quelques notations :

4.3.1 Notations

=U,...,

e Ay = (T}),_, . une triangulation de 2, par des triangles pour (d = 2)

.....

ou des tétraedres pour (d = 3).
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o 3 == (M;),_, .y, le maillage dual centré sur les noeuds de la triangu-

lation A, (voir Figure 4.1), appelé aussi volume de controle.

e On note par xp; := (| 9T € M, les noeuds de la triangulation.
TNM#D
ez := () OM € T le barycentre de T" € A, cas du maillage de
MNT#)

Donald [ FRO98, MIC96].

o [ :=0M;NOM;NT le segment (si d=2) [resp. la face (si d= 3)] joignant
le point zr et le milieu de (xMi,xM].) [resp. le point z7, le milieu de
(IM“ xMj) et les barycentres des faces L € 9T tel que L N [xMi, xM]] # ()
(si d= 3)] (voir Figure 4.1).

® Oy =0 (xa, ) est la distance euclidienne entre s et xyy,.

o £, :={l€dM\I', pour M € ¥}, et on note z; le centre de | € £},
o NV, :=card{l € OM}.

o h:= rnin{(\l])ﬁ ;le oM, M e Eh}.

o H:=sup {(;L|)ﬁ L LedT, Te Ah}.

e Pour & € L™ (Q2), on pose @ := ﬁ [y @ (x)dx.

e Pour des raisons de simplicité, on suppose la fonction K constante par

maille et on pose K7 := K|r.

e Pour u’ € L*™ (Q), on pose ul; := ﬁ Joy w0 (z) d.

e Soit uf, [resp. u} | une approximation de uw au point (x,,%,) supposée
constante sur la maille M [resp. au point (x;,t,) supposée constante sur
l € OM].

Ces approximations seront définies par les schémas numériques qui suivent.

On aura besoin aussi de 'hypothese suivante, sur la régularité du maillage :
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(H9) sup <mj\%x N&) = NY < o0, et 33 > v > 0 indépendantes de h, tel que :
h
VH < |M|7 < Bh (4.3)

On notera ici que :

(1) H<h<|T|i<H< <@) h (4.4)

Fig. 4.1: Maillage dual dans IR? et IR?

4.3.2 Définition

En intégrant (4.1) dans M X [t,,t,+1] ou M € X5, on obtient le schéma

suivant

tn+1
Do (uf — ) M| = 3 / b(wh(—Gi - Fas) 1] dt
leOM n

tni1
+ Z / KlVoz(u)l : ﬁM,l |l| dt (45)
tn

leoM
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ol 7y, est la normale extérieure a [ € dM. Ce schéma peut s’écrire sous la
forme suivante:
W =+ 2 S (Rt Y (G (4.6)
M Dy [M] ‘I’M ! '
ZEBM
ou Fi; et Gy sont respectivement le flux de convection et le flux de dif-

fusion, entrant a travers 'aréte | € OM, définis par

l tn+1 o
FMJ = A|_t’n [n b(u)l(—ql . nMJ)dt (47)
et
e
GMJ = At KlVa(u)l . ﬁM’ldt (48)

Soient Iy, et G, des approximations respectivement de Fiy; et Gary, appelés
aussi flux numériques.

La conservation des flux numériques est caractérisée par I'égalité entre le flux
entrant et le flux sortant a travers une interface [ € 9M [ EGH00, KRO97].

La consitance du flux numérique est tel que I'ordre de I'approximation numérique
choisi pour le flux doit étre supérieure ou égale 1. [ EGH00, KRO97]

Ainsi d’apres ces définitions de la conservation et de la consistance, pour
les flux numériques des termes de convection et de diffusion, cités séparément
dans | EGH00, KRO97] on peut les généraliser par :

Définition 4.1 (Conservativité) On dira que les flur approchés Fy;, et Gy,

sont conservatifs au sens des volumes finis, si on a une conservation locale
Fyp+ Fay =0 et Gy + Ghy = 0 pour tout | € £, (4.9)

plus une conservation globale

S Ry, = / b(u) (—q A)ds et 3 G}‘w,l:/FKVoz(u)-ﬁds (4.10)

leoMnI leoMnr

Pour une approximation F};; a deux points (M, M) et G, une approxima-

tion a p points (M;);_,, on a la définition suivante :
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Définition 4.2 (Consistance) On dira que les fluz approchés Fy, et Gy,

sont consistants au sens des volumes finis, si on a:

Frp, (v,v) = b(V)(=q - 7ara) 1] pour tout v € [0,1], et

o ((uar)i—y) = KoV a(u)y - fiag [1| 40 (R)  pour tout u assez régulicre
(4.11)

ou |0 (h)] < Ch, (C € IR, qui ne dépend que de u).

Définition 4.3 (Volumes Finis) On dira qu’un schéma numérique pour le
probléeme (Py) est de type volumes finis, si les flur numériques approchés sont

conservatifs et consistants au sens des définitions 4.1 et 4.2.

De (4.5) on déduit trois familles de schémas de type volumes finis; I'un est

explicite les deux autres sont implicite et semi-implicite.

4.3.3 Schéma explicite

En utilisant une approximation explicite dans (4.5), on a :

pour tout M € X,

O (uhf' = why) |M| 4+ Aty Y b(w)iq"™ - iagdl
leoM

=At, Y K No(u)] iyl (4.12)
l€dM\I'

qui peut s’écrire sous la forme suivante

Atn n o n .5
ut =y + — Z b(w)y' (=" - 7inra) |1

At, )
YooY Vawi- Kr il (4.13)

+
P [M| 7
#01edMNT\I'
ou

b(ully) si G" - fiarg > 0
bu)} ::{ (i) s 4" - iy = (4.14)

b(u}%) si q_2n . T_iMJ <0
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ol M; est la maille voisine & M suivant le coté [ (c. a. d. tel que [ € M;N M) si
le £y et silel onauy, =upourl el et q" - nipmy > 0pour [ € My UTs.
Le terme de convection est approché par un schéma de Godunov décentré amont
(voir Godunov [ GODT6]).

Maintenant pour TN M # () on a :

> Va()y - Kr g |l = Vo) - Kr > i |l

1€OMNT\T 1€OMNT\T

= —Va(u)j-Kr Y il

leoTnM

- Ky 7ip | L (4.15)

Va(u)y

N

1
d
ou L € 9T est tel que LN M = (.

On considere les éléments de base des fonctions standards éléments finis P,

satisfaisant ¢y, (2pr,) = 055. Pour M NT # () on a

L]

V¢M,T = V€Z5M|T = _d |T\

nr,L (4.16)

ou L € 9T est tel que L N M = (). Ainsi, une approximation P; conforme dans

(Ap) de Va est donnée par

Va)i = Y a(ui,)Véwr = > (a(uip) — auiy)) Vo r

M'NT#0 M/NT40,M'4£M
- Z (luiy) — a(uiy)) Vo, (4.17)
leoMnT\I'

d’ou, de (4.15) on a

> Va(u)i - Ky i |l

1€OMNT\T

= Y (aluly) — a(ui)) 1T Vorr - KrVenr (4.18)
ledMNT\T'

et par suite on a le schéma suivant
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A g a2, P Y
At, Doy
a(uyy,) — aluy,) — [/]
Dy M| le@%\l“ ( o M ) 6 (zn,Tn,)

ou pour tout [ € OM\I'

T
Dy = —“l—"5M,lV¢Ml,T - KrVour (4.20)
avec Opry := 0 (xpr, xpy,) est la distance euclidienne entre xps et zpy,.

Finalement en utilisant > ¢ -7y |I| = 0 c.a.d. div (§) = 0, on a le schéma
1€aM
explicite suivant :

pourtoutMEZhetn:O vy N — 1

utt =l ) — b(u 7" i)
M (I)M |M\ lezaj;/f M)) (—q MJ) |7]
At,,

n Dy
Py | M|

> (ofufy) —atuf) TN (4.21)

1€OM\T

avec les conditions au bord suivantes :
pour tout M € ¥, 1 € OM et n=0,..., N,

M b(uf,) sinon

Ici les flux numériques sont donnés par :
pour tout M € ¥, l€e OMNT etn=0,...N, —1
Fip (i, uly) = b)) (=@ - i) |1 = 0(ufy) (=@ - tary)” ]

et

Gia (Whiprrso) = Y (aluly,) = (i) Vouyr - Krita I

l'eoMnT

ici le flux approché de diffusion est a (d + 1) points, vérifiant

Z Gy ( (wir) M’ﬂTyéQ)) Z (Q(U%) - 04(“?4))

leoMnT leoMnT

Dy

Ony

]
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ce qui assure la conservation des flux, la consistance est die au fait que les
approximations choisies sont d’ordre 1, en effet, le schéma de Godunov pris pour
le terme de convection est d’ordre 1, et I’approximation P; prise pour Va dans
le terme de diffusion est aussi d’ordre 1, et par suite le schéma explicite (4.21)

est de type volumes finis au sens de la définition 4.3.

4.3.4 Schéma implicite

De méme, en utilisant une approximation implicite dans (4.5) sauf pour la
vitesse totale ¢, on obtient

pour tout M € X, et n=0,.... N, — 1

uitt = uh, — % | Z b(u) g™ i |l (4.23)
R
Atn n n DM,Z
+QJ—|M] Z (a(uifh) = alujfh)) 5—|l|
M 1€DM\T Myl
avec
b(utft) si @ - iiagg >0
byt = § VAT ) ST T 2 (1.21)
bluyy ™) st @™ - 7ing <0

ou M; est la maille voisine a M suivant le coté [ (c. a. d. tel que [ € M; N M) si
lE£hets1l€f‘onau?j1—uopourléf‘l et ¢;" - niyy > 0 pourl € 'y U,
Ainsi on a le schéma implicite suivant :

pour tout M € ¥p et n=0,.... N, — 1

. . At, " n n
it = ufy e Y (0(itt) = (st )) (=g ) Tl

o [M] ledM
At, " " Dy
NEAIY] > (aluh) = alup™)) mm (4.25)
1€OM\T )

avec les mémes conditions au bord (4.22).
Notons qu’on a utilisé ici une approximation implicite pour les termes de
convection et de diffusion. La aussi les lux numériques sont donnés par :
pour tout M € ¥, l€e OMNT etn=0,... N, —1

Fypy (uif uift) o= 0(uis) (=" - siag) " U = 0(uf ) (=" - iiara) ™ 1]
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et
*M,l ((uﬁl)]\/[mcp;ﬁ@) = Z (a(u’jj}) a(u n+1)> Vou, - Kriip |l
I'edMNT
la aussi le flux approché de diffusion est a (d + 1) points, vérifiant

D
Z G&,l(uﬁl)M'mTﬂ): Z (a(uﬁl) a(uﬁjl))ﬁ

leoMnT leoMnT

d

ce qui montre la conservation et la consistance des flux, au sens des définitions 4.1
et 4.2, et par suite le schéma implicite (4.25) est de type volumes finis au sens
de la définition 4.3.

4.3.5 Schéma semi-implicite

En utilisant dans (4.5) une approximation explicite pour le terme de convec-
tion et une approximation implicite pour le terme de diffusion, on a :

pour tout M € ¥p et n=0,.... N, — 1

uft =l + Z (uhy,) )) (=@" - i) " |l
(I)M‘ l€<9M
At” n n DMJ
+ > (aluydh) = alupfh) I (4.26)
Oy | M| On
1€dOM\T

avec les mémes conditions au bord (4.22).
La aussi les flux numériques sont donnés par :
pour tout M € ¥y, l€e OMNT etn=0,... N, —1

Fipy (ugsuhy,) = () (=" - i) "1 = (ufy) (=G - iiarg) ™ |1
et
v () ) = 2 (aluit) = alus™)) Vorgr - Kriiai |l
VeaMnT
le flux approché de diffusion est a (d + 1) points, vérifiant
Dy

Z G?\/l,l ((uﬁjl)M'mT¢®> — Z (a(uﬁl) a(uﬁjl)) 5M,;

leoMnT leoMnT
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ce qui montre la conservation et la consistance des flux, au sens des définitions 4.1
et 4.2 et par suite le schéma semi-implicite (4.26) est de type volumes finis au
sens de la définition 4.3.

L’existence et I'unicité pour les systeémes non linéaires (4.25) et (4.26), seront

étudiées dans la section 4.4.

4.3.6 Propriétés et remarque

Notons qu’on utilise ici un tenseur de perméabilité absolue K plein et les
approximations obtenues dans cette section sont telles que les coefficients Dy,

définis par (4.20), vérifient les propriétés suivantes :

Propriété 4.4 Sous les hypothéses (H2) et (H9) les coefficients Dy définis
par (4.20), vérifient la majoration suivante : Pour tout M € 3, et pour tout
L€ OM\T', on a :

|Dag] < DT < o0 (4.27)

Démonstration. En effet, pour M € X, et [ € OM\T', d’apres (4.16) le

coefficient Dy, défini par (4.20), peut s’écrire sous la forme :

Dy = ————2 1
M a2 |T]i]

ou Let L' € IT telles que LN M = () et L' N M; = (), donc d’apres (H2) et
(H9) on a

|| fig, - Ko |L] i (4.28)

(S(JIM,JIM)
sup [ D] < SUPW ILI|L| KT
H Hd-l 2 + 2d—1
< —< ) Kt < K_ (é)
= J2pdpd-1 - a2 \y

d’ou

K+ ﬁ 2d—1
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Ce qui termine la démonstration de la propriété 4.4. m
De plus dans le cas bi-dimensionnel, on a :

Propriété 4.5 Sous les hypothéses (H2) et (H9), pour (d =2) et pour un
maillage admissible, au sens de (4.54), les coefficients Dy, définis par (4.20),

vérifient la minoration suivante :
0< D_ S DMJ (430)

pour tout M € ¥y, et pour tout | € OM\T.

Démonstration. En effet, pour M € ), et [ € OM\T', les coefficients Dy
pour (d = 2), peuvent s’écrire sous la forme :

5(1’M,£L'Ml)—> —_

DMl = $,ZL‘M . adj [KT] QT,[L'MI (431)

’ 4T 1]

ouxz’ = LNL et adj[Kr| est la transposée de co-matrice de K. Maintenant
J AT p T

adj [K'r] est aussi symétrique défini positif, donc il admet une unique factorisa-

tion

adj [K7] = [Ur]' [Ur] (4.32)

ou Ur est une matrice triangulaire supérieure dont la diagonale est positive.

Nous avons donc

—_ —_
x'zy - adj [KT] 90/$Mz = [UT] z' - [UT] xlmMz

= Ur(2)Ur(r) - Ur(&)Ur(zag)

ainsi du fait que I'image d’un triangle par I’application Uz est aussi un triangle,

en gardant le méme sens des sommets, on déduit que :
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e Pour K(x) = k(z)K, dans ©, ou k(x) > 0 avec Ky est une matrice con-

(H10)

stante symétrique définie positive, on a : adj[Ko] = [Up]" [Uy], et on peut
mailler Qp, = [Up] () (la transformation du domaine €2 par la matrice

Up), par un maillage admissible telle que :

pour 6y, := Angle (Uo(:v’)Uo(a:M); Uo(:c’)Uo(a:Ml)) (4.33)

on a la condition de Delaunay suivante :

O<77§0M,l§g_77 (4.34)

ou 7 est un petit parametre indépendant de h, et par suite, d’apres (H2)
et (H9) on a :

) — S
inf Dy, > cos (z — n) infM ‘[UT] x’xM‘ ‘[UT] ' 01,0
’ 2 417 ||
, .0 (e, ) | L] | L K hK vK_
> f ’ L >t — >t —_—
= s ()it s (2 — ) ) g = e (1) 5
donc
K_
0 < D_ := tan (1) 72—6 < Dy (4.35)

Pour le cas ou Q = ]ij Q, telle que K(z)|o, = kp(x)K,, avec k, () > 0
et K, est une matrii_e1 constante symétrique définie positive, pour tout
p = 1,..,Np, on définit Qg = [U,](€),) pour p = 1,..,N,, ou les [U,)]
sont tel que adj [K,] = [U,]' [U,], puis on considere un maillage des (Qxk,)
par une triangulation admissible vérifiant (4.34), en gardant une méme
répartition des arrétes sur les interfaces €2, N Q,, ainsi par des transfor-
mations inverses [U],,]_1 on obtient un maillage sur €2 qui respecte la pro-
priété voulue, voir une illustration dans la Figure 4.2. Ce qui termine la

démonstration de la propriété 4.5. m
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Fig. 4.2: Maillage de 2 = U,

Dans le cas (d = 3) 'hypothese (H10) sera remplacée par I’hypothese suiv-

ante :

(H10) Pour tout M € ¥, et pour tout | € OM\T'

0<D_< DMJ (436)

Remarque 4.6 Les deux relations (4.27) et (4.30), sont des propriétés impor-
tantes pour l'analyse des schémas volumes finis introduits ici, et qui dépendent
seulement du maillage triangulaire choisi et de la matrice K(x) (voir des remar-
ques analogues dans [ FRO98, EGHO00]).

4.4 Résultats de stabilité L

Dans cette section, on présente des résultats de stabilité L> pour les schémas

volumes finis introduits dans la section 4.3.
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4.4.1 Définition et propriété

Définition 4.7 (Stabilité L>°) On dira que la solution approchée (u},) est L™

stable sur €, si on a :
lu"] ., :=sup|uly,| < C pour tout n =1,...,N; (4.37)
M
ou C' est une constante indépendante de h et At.

Soient Cjp, et Ckj, définies par :

WL (=™ - i) "
Oy | M|

h* 1| Dy,
Ck,p 1= sup Z —————ct Cyp :=sup Z

(4.38)
| M| 60,1 P s nM Sy

alors on a les majorations suivantes :

Propriété 4.8 Sous les hypothéses (HO)-(H2), (H6)-(H7) et (H9)-(H10)
les coefficients Cr, et Cyp sont uniformément bornées par rapport a h et At,

c.a.d. ona:

0<Cr <Cgp<Cf<oo (4.39)

0<C; <Cuu<C <00 (4.40)

ot les constantes Cf, C’},C’q_ et C’;, sont indépendantes de h et At.

Démonstration. En effet, sous les hypotheses (HO0)-(H2) et (H9)-(H10)

on a :

1€OM\T | M 0311 ®@ar
h2Hd—1D+ 0 NOD+
supNy, <OF = ——— <0 4.41
(vH) hd_ M M K A (4.41)

et

L 0 4D

L qupNY, > = ——— >0 4.42
=GR HDY M B+ (4.42)
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sous les hypotheses (H0)-(H1), (H6)-(H7) et (H9) on a :

R (=@ - fiarg) ™
qh _SuplE;W (I)M|M|
Hd 1 0
< %Sup Ny <CF = dH(ﬂl < 00 (4.43)
(VH) ®_ M P
et
__)n . n +
Cyp = sup Z hl] ((I)ql M”M,l) > (g_dsup M
My conr w | M| - M ycomnr |
hh*qq qa
> ———— >C i=——>0 4.44

Ce qui termine la démonstration de la propriété 4.8. m

4.4.2 Stabilité du schéma explicite

Proposition 4.9 Sous les hypothéses (HO)-(H10), et la condition CFL

CFL, := %C(Lh sup O'(s) + AthKh sup o'(s) <1 (4.45)

0<s<1 h 0<s<1

le schéma explicite (4.21)-(4.22) est L™ stable. De plus, la solution approchée

(uly) définie par (4.21) satisfait le principe du maximum discret suivant :
0<uly, <1 pourtout M ey etn=1,.,N, (4.46)

Démonstration. Le schéma (4.21) peut s’écrire sous la forme :

pour tout M € ¥p et n=0,.... N, — 1

A — —
=i+ g Dy [M] > (uhy = uh) V7 (=" - fiar) |l
M leoM

At,, Dy
+ ut, —ul,) o/t —=——=11 4.47
CI)M |M| Z ( M, M) l 5M,l | | ( )

1€OM\T
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ou
bluyy) — bluyy) = U7 (uhy, —ulyy), avec V'] = b'(uy,) siuy, = uy,
et
aluy,) — a(uy) = o (uyy, — uyy), avec o] = o' (u},) si uy, = uly,
on pose ici par convention Dy, = 0sil € I', donc de (4.47) on a :

pour tout M € ¥p et n=0,.... N, — 1

At Dy
n+1 — 1 . n b,n _,n 5 + l
up =y ( T 1] 2 (al v I

O (=g i) ) N 448
bt 3y (PR oy e ()

leoM

Notons ici que d’apres les hypotheses (H3)-(H4), o' et V'] sont positives, et
par suite en utilisant la condition CFL (4.45), on a :

pour tout M € ¥p et n=0,.... N, — 1

uif ] < |U§(4|< |M| > ( z 5Ml LU (=G ﬁM,l)+) W)

leoM

<1>M1M1 2 il (

leoM

P(=q" ﬁM,N) l (4.49)
< max (sup [u};|, sup ‘u%‘) < max ([Ju"],,1) <1

d’ou la stabilité L. Le principe du maximum discret, c.a.d. (4.46) est une
conséquence de (4.48) et (4.49) par récurrence. Ceci termine la démonstration

de la proposition 4.9. m

4.4.3 Stabilité des schémas implicite et semi-implicite

Pour les schémas implicite et semi-implicite, on montrera d’abord 'existence
est 1'unicité de solution pour les systemes non linéaire (4.25) et (4.26) en utilisant

un algorithme de point fixe.
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On introduit une maille fictive My avec uly, = ug et [My| # 0 telle que
OM N OMy = OM N Ty pour tout M € ¥y, on pose [U"] = [uf, ,uly ...,u}@Ns]t
et [Wn] = [why,, why,, ...,wRJNs]t avec

pour tout M € X, et n=0,.... N, — 1

At,,
Oy |M

S (bluy) = blu)) (@™ - fiaa) " |l (4.50)

n _ .n
ledM

Ainsi les schémas (4.25) et (4.26) peuvent s’écrire comme limites des solutions

des systemes d’équations linéarisés suivants :

D, ([t ™) [ ™Y = (0] avee [0 = 0] (4.51)

et

Dy ([t ™) [ ™Y = ] avee [UmH] = U] (4.52)

olt (Dy),_, 5 est une matrice bande d’ordre N, + 1, dont les éléments sont de la
forme :

Pour tout ¢ # j € {0, ..., Ny}

Atn n (k) DMi,l n (k) —n =
Dy, =1+ ——— > ((Oé’z Y = (V) (=g i) T ) N
®Mi M’L| ledM; 5Mi,l
At (k) D,y (k)
P2y = = 37T By, () T (7)™ (i)
(4.53)
et
Aty 1y () D
[D3]i,i =1 + q) M| Z (a/l +1) 5 |l|
M; 7 le@Mi\I‘ M;,l (4 54)
Dy =~ > ()@ Doy |
" O s, [ Mi] eontions, © o0, 1

Notons qu’on a posé ici Dy := 0 pour tout [ € I', comme dans (4.48).
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Lemme 4.10 Sous les hypothéses (HO)-(H10), les solutions ([U"“](k))k .
€

des systémes (4.51) satisfont le principe du mazimum discret suivant :
0< (up )™ <1pouri=1,.,Noetn=1,..,N, (4.55)

Le méme résultat est valable pour les solutions des systemes (4.52) sous la con-
dition CFL

At
CFLy := ch’h sup Vis) <1 (4.56)

ou Cy, est donnée par (4.38).

Démonstration. D’apres les hypotheses (H3)-(H4) et (H10), o/}, b7
et Dy, 1, sont positives, Il est ainsi facile de voir que la matrice D, est une matrice

a diagonale stictement dominante, avec

(Dii =Y D)) > 1 (4.57)

i#]
donc ||D;Y|., < 1, ou |||, est la norme matricielle /,,, de plus Dy est une

matrice monotone, c.a.d.
D;;>0et D;; <0pouri##j (4.58)
donc on a (D7), i > 0, et par suite
vV e [0, 11", D7V e [0, 1]V (4.59)

Pour le schéma implicite (4.51) on a

[ - <D2 <[Un+1](k’)>)l 0]
et (1= 0= = (s (1)) (1t o)

ou I:=[1,1,...,1] € RN=*'. Or U° € [0, 1]™™", ce qui implique, par récurrence
(k+1) _

(4.60)

sur k puis sur n, que toutes les solutions des systemes (4.51) [U"H!]
D! ([U"“](k)) (U] € [0,1]¥T, c.a.d. satisfont le principe du maximum dis-

cret.
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Pour le schéma semi-implicite, en utilisant la condition CFL (4.56) on a

pour tout M € ¥p et n=0,...., N, — 1

At
1 _ n b/’l’b _an .3 + l >
( oy ‘M| Z l ( q nMJ) | |> >0

et par récurrence sur n, on a :

Ogu}"\}ﬁletOgu’jﬂgl

implique que

n n Atn n —>n =
Wy = Upy (1 Dy | M| Z b (=4 'nM,l)+ |l|>
A

et

n n At,, n oom o
ar =t (1 Dy M S V(=g )" U|>

=t

At
+ n ut b (=" i + l
(I)M ‘M‘ lE;w MY ( 4, M,l) | ’)

IA

1

ca.d. Wme|o, 1]NS+1, ainsi toutes les solutions des systemes (4.52) [U”“](kﬂ) =
Dy <[Un+1](k)> W] e o, 1]NS+1, c.a.d. satisfont le principe du maximum dis-

cret. Cecl termine la démonstration du lemme 4.10. m

Maintenant, on revient a l’existence et 'unicité de solution pour les schémas

implicite (4.25) et semi-implicite (4.26).
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Proposition 4.11 Sous les hypothéses (HO)-(H10), il existe une et une seule
solution (u}y) pour le schéma implicite (4.25), de plus cette solution satisfait le

principe du maximum discret suivant :
0<uy, <lpouri=1,..,Nyetn=1, .. N; (4.61)

Les mémes résultats sont valables pour le schéma semi-implicite (4.26) sous la
condition CFL (4.56).

Démonstration. Pour le schéma semi-implicite (4.26), on a d’apres le

lemme 4.10 la suite <[U ”*1](k)) est bornée, donc on peut extraire une sous
keIN

suite convergente, notée aussi ([U ”*1](k)) , telle que
keIN

o= lim [0 ® e ([0, 1N (4.62)

k—oo

et d’apres la continuité de application V —— D3 (V) [V], la limite U™*! est une
solution du systéme non linéaire D3 (V') [V] = U™ qui est équivalent a (4.26). On
conclut alors l'existence d'une solution pour le schéma semi-implicite (4.26).
Pour montrer 1'unicité, on suppose U V™! deux solutions du schéma
implicite (4.26), c.a.d. qu'on a :
pour tout M € ¥p et n=0,.... N, — 1

un-i—l =" u” _q—»n o + I
M M q)M |M‘ IE;M Ml )) ( l MJ) | ’

At, Dy

+ > (alup!) = a(uph) =i
Car [M] 1€OM\T Ony
et
vt =gy + Z (uy,) M)) (—=q" ﬁM,l)Jr ]
®M| ZGBM

Atn n n DMJ
oy 2 (@i —abi) S
1€OM\T ’

par soustraction, on obtient
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At, D
wft =t = S0 ST (atugh) - alaph) S22

S |M] I€OM\T Oari

At,, 1 i D
——" Y (i) = a(u ™) ==

| M] 1€OM\T Oar

et par suite
(7 =i Wiy 2 35, 1

1€OM\T M,

At D
YL it n QMM
( M, M, ) by |M| zea%\r M, 5M | |

ou

n+1 n+1
o/ a(uy ) —a(vy ) B A
M n+1 n+1 M M
Uy — Uy
m+1 . n+1 . n+1 n+1
oV = a(uly ) siouly T =l

Ce systeme d’équations peut s’écrire sous la forme suivante :

D (UnJrl’ Vn+1) [Un+1 o VnJrl] =0 (463)

ou D est une matrice dont les éléments non nuls s’écrivent sous la forme suivante :
Pour s =1,..., Ny

CI> Dy
(DU Ve, = e Y )
’ Atn leOM; \F ’ 5Mi:l (4 64)
n n n DMZ',Z ’
[D ULV == Y O/]\/Zl—d ]
lEaMiﬂan Mz‘,l

D’apres les hypotheses (H3) et (H10), o'/ et Dy, , sont positives, il est
ainsi facile de voir que la transposée de la matrice D est une matrice a diagonale
stictement dominante, donc inversible, et par suite on a 1'unicité de la solu-

tion du schéma semi-implicite (4.26). L’existence et 'unicité de la solution du
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schéma implicite (4.25) s’obtiennent de la méme maniere (voir aussi chapitre 2

proposition 2.8). Ceci termine la démonstration de la proposition 4.11. m

4.5 Estimations BV faibles

Dans cette section, on présente des estimations BV faibles pour les schémas
volumes finis introduits dans la section 4.3, en suivant les grandes lignes des
idées de | EGHO0] et sa bibliographie.

On considere la fonction B : [0,1] — IR, définie par : B(t) = f(f st/ (s)ds,

alors on a les propriétés suivantes :

Lemme 4.12 Sous les hypotheses (H3)-(HY) et (H6), les fonctions non linéaires

« et B vérifient les propriétés suivantes :

1. Pour tout u : ¥, — [0,1], on a :

> Y (afuw) - afu) 2

M 1€dM\T

(4.65)

2. Pour tout u: Xy — [0,1], on a :

0= Z Z (ur) = Bluar)) (=G - targ) " 1] < C (4.66)

M leoM

ot Cp (qa, |I'1] ,sup (b)) est une constante indépendante de h et At.
3. Pour toutu,v € [0,1], on a : (Lemme 4.5 [ EGH00])
v (b(u) = b(v))?
B(t b(u) — b > — 4.
BN+ 0 — ) = HP (1.67)

Démonstration. En effet, du fait que Dasy = Doy, et dary = Oag,, 00 2

S 3 (alua) - afun) D””m

M 1edM\T
D D
= 3 [t~ atun) T2+ (atuan) = aung)) 5
leLy, Myl

=0
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D’autre part, du fait que > (¢ - 7amy) |l =0, on a

leoM
=2 > (Bluay) = Blua)) (=i - i) |1
M leoM
=2 | 2 Blu) @-ﬁM»+ru—-EZ«B@mn<—@~ﬁMﬂ+u1
leoM leoM

-y

M

> Blua,) (=G - finga)” 11 =Y Bluar) (=G - iarg)” U|]

leoM leoM

soit

B="3" Blus) (3 i)™ — (G- )] I

M leoM

b D (Blua) — Blua)) (=i i) |

MNI#£p ledMNr

=2 Bluar) 3 (G- itann) 1+ 3 (Bluan) = Bluan) (=G - iasa) " |

M ledM lely

=qas Y (Blug) = B(uy)) [0M NTy| € [0, Cp]

MOy #£)

ou Cp = qq |I'1|sup (I') > 0. La fonction B est croissante.

Pour la troisieme propriété on a (comme pour le lemme 4.5 dans | EGH00)) :

% (b(u) — b(v))® = / b () (b(t) = b(v)) dt
<sup(¥) [ (b(0)~b(0) d
—sup 8 ([0(0) -0~ [“ev(o)at)
— sup (¥) (u (b (w) — b (0) + [BOLL)

Ce qui termine la démonstration du lemme 4.12. m
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4.5.1 Analyse du schéma explicite
Pour le schéma explicite (4.21), on a le résultat suivant :
Proposition 4.13 Sous les hypothéses sur les données (HO)-(H10) et la con-

dition CFL (4.45) avec [CFLy <1 —¢], on a, pour le schéma explicite (4.21)-

(4.22), les estimations suivantes :

5 A (b)) 5 o ] < 0L

, (4.68)
et Y Aty (a(ufy,) — a(u"M))2 Dy |l < CMh
n,l

2ey

o

C:=o|Q HuOHio + 27qq [Ty | sup ()

et € est un petit parametre indépendant de h et At.

Démonstration. Pour tout M € ¥, et n =0, ..., N, — 1, multiplions (4.21)

par ufy,, on a

n A n —n —
upyy (unf —uly) = By [M] >y (buy) = bluly) (=@ - iard) ™ ]
leoM
At, Dy
+ ulyy (a(uly,) — al(uly) = |
D |M]| leazM:\F " ( . . ) Ol
et utilisons I'inégalité de Cauchy-Schwartz , on a
n n 2
(uyft —uly)
At 2 4 Dary
< n _—»n . — l b/ 5 l /
<(gorim) | Z camaut msww)+ 3 24 st

lcoM 1€OM\T

S (b(uy) — b)) CLIO SN (a(ul) - alul)? 2l

leoM 1€OM\T

ainsi de la condition CFL (4.45) avec [CFL; <1 — ¢, on peut écrire
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(i = i)’

b un — b ’U,n —an. n l
= By [M]sup(t) ZGXE)J;4( () = buhp)” (=" - fiare) " 11
Atn (1 —¢) 2 Dy
D) | M|sup() le%;\r< () ( M)) Sari 1]

et du fait que

Dy | M
S 2 M (agny? — ()
M
1
= S oo (s =) + 5 (o - )
M

Q| M n+1)2 n 2
52 B (g - )
< ALY gy (bugy) — b)) (—G" i)l
M leaM
ALY D iy () - alufy) ?Af;f 1]
M 1edM\T
Atn 1_€ n n 9 . ~ +
QSép(b’))%:l;W (bufy,) = bluhy))™ (=@" - )™ |1
At, (1 —¢) . D
2 sup(a) gl@%\r (e(ulyy,) — alufy)) Sors U

Aty > Y gy (buly) = b(ufy,)) (=" - iiann) " |l

M leoM

D
0 37 (uhy = i) (o) = atufy)) 5
lety, >
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Z@M\My un)? Z¢M|M| oad)

1—5 2, n -
zsup 2sup(0) Sl S S (bu) — b)) (-7 ) I

M ledM
(1—¢) non2 Dy
2sup Z Z UMZ UM)) S 1]
M 1eaM\D Ml
maintenant d’apres (4.67) on a :
i (b)) > g (b = b)) = (B0
de méme
(UM - UMl) (a(UM) - a(UMl)) > sup(o) (a(UM) - a(uMl))
et de (4.66) on obtient
At £ 2 Sn = +
QSup b/ ;l;/l uMz - b UM)) <_ql ’ nM:l) m
At,e 2 DMZ
a(uly, ) — a(uy [
< - Z‘DM |M| (u?,)? Z‘I’M \M| (w37 | + At Cp (4.69)

donc par sommation sur n = 0,....N, on a

m 2 D (bluy) - b(u))” (=" - iar)* |l

leoM

2 D
Z Aty (e(uly,) (UM)) 5Ml ]
nleLy Ml

sup

Z(I)M|M| u)? Z(I)M|M| uNe )| +7Cp

ot Q] ||| +7C

wl»— l\DI)—‘
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et finalement on obtient

bl
E:ZM%(M“%J“MUH)y|@n‘ﬁMﬂH”55(@+|QHMPH1'+ZTCE>SH25)
n,l
2 + 0/]2 sup(o’)B
ZN a(uhy) = i)’ Dana il < (@719 [u ]2, + 27C) e

Ceci complete la démonstration de la proposition 4.13. m

4.5.2 Analyse du schéma implicite

Proposition 4.14 Sous les hypothéses (HO)-(H10), on a pour le schéma im-
plicite (4.25)-(4.22), les estimations suivantes :

S Aty (b(ult ) = b(uit ) @™ - diaal 1] < O sup(t)
n,l

Sup(o/)ﬁh (4.70)
2

et AL, (aujt!) — aluy)’ Dy il < €
n,l
ot
C = ot |0 HuOHiO + 27qq |1 ] sup ()

Démonstration. Pour tout M € %), et n =0, ..., N, — 1, multiplions (4.25)

par u7/*, on a

Uﬂﬁrl (U’le _ uM = CI)M ’M| lg/[ un+1 ur]\t/;lrl b(UKjl)) <_q_2n . ﬁM,l)+ |”
At,, D
+3 D i (el - auih) Sl
u | M] leOM\T
donc

Z (I)M2|M’ <<u7xj-1)2 _ (UX/[)2>
_Z@M’M| ( n+1( n+1 u’j/[) .

N | —

(" = 53)°)
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Aty > ulft (bluif') = b(uj ) (=g - i) |l

M leoM
n n n DM,l
ALY Y ! (aluilh) —aui ) =
M 1€aM\T Ml

ainsi

At, Z Z un+1 n+1 b(uﬁzl)) (_@n . ﬁM,l)+ |l|

M 1€dM
n n n n DM,l
+ Ak Y (un =i (i) = afuiih) S
leLy Ml
Z‘PM|M| )’ Z‘DMW’\ up)?
maintenant, du fait que
n+1 n+1 n+1 1 n+1 n+1 urf\l/f_‘l—l
u ™ (b(uyft) = blujit)) > 2sup(v) (b(uif) — bluiih)* — [B®)], i1
et
n n 1 n n
(urﬁ-l _ wﬁl-l) (a(u]\jl) a(u]‘}l‘l)) > () (a(uﬂjl) a(u]\/?l‘l))
on obtient

2sup b/ DD (b)) = b)) (=g ara) 11

M ledM
Aty +1 +1y\2 Do
a(uy a(u’y — |
copler) 2 (a081) = alui)” 1
Z®M|M| (u?)? Z¢M|My w2 | + At Cp (4.71)

donc par sommation sur n =0, ....N, on a
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—1 n n —n =
qup 7 2 At Y (vlai) - b)) (=" - ar) |

n,M leOM
(a(uf") — alug)* 222
nl€Ly Ml
1
<3 Z¢M|M| u9)’ Z®M|M| (e ™2 | +7Cp
Ly
5 |Q|||u0|| +7Cp
et finalement on obtient
Zm bl — b)) " - tan] 1] < ((I>+|Q|Hu°HiO+2TCB> sup(')

uly n up(a’)f3
ZN ) = ()’ D 1 < (719 o], + 2rCa) L

Ceci complete la démonstration de la proposition 4.14. m

4.5.3 Analyse du schéma semi-implicite

Proposition 4.15 Sous les hypothéses (HO)-(H10) et la condition CFL (4.56)
avec [CFLy <1 —¢|, on a, pour le schéma semi-implicite (4.26)-(4.22), les es-

timations sutvantes:

b/
5= Aty (8aky) — b)) 17 Aol 1 < 2

) (4.72)
et 30 Aty (a(uyf') — aluj )" Dl < C
n,l

sup(a’)f
2y

o

C = &" | [|[u°||°. + 27ga |11 | sup ()

et € est un petit parameétre indépendant de h et At.
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Démonstration. De (4.26) on a

pourtoutMeZhetn:O SN —1

D
un-i—l — w” un+1 — un-i—l Ml I
ou
n __ .n Atn n n —n = +
wir =i+ g D (bluhy) = bluiy)) (=G - fiary) " 1] (4.73)

ledM\T

et de (4.69), utilisons la condition CFL (4.56) avec [CFLs <1 —¢], on peut

écrire
Atng 5, ..
_b N, l
2 sup( b’ %;16%4 (uiy,) (uye))” (=@ " - 7iara) ™ |l
1 o
<3 Z‘PMWI —;@MlMl(wM) + At
et de
At,, D
it (=) = = S g (alehh) — atug ) S
Qo | |l€8M\F l On
on a
Dy | M| 1) 2 N
> () = (i)
M
n n n 1 n n \2
= S 0 (s (7" i) — (057 i)’
< At Z Z n+1 n+l) &(un+1)) DM,l m
M Oy
M 1eoM\T )
et

Atn +1 +1 ZDMZ
n o n “ ]
supfer) 2o (i) = o)

Z(I)M\M| why)® Z@M]M| uit)?

[\DI»—
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ainsi

Atng L
2 sup( b/ Z Z (hs,) = M))2 (=4 'nM,l)Jr ||

M ledM
At, +1 +1y\2 Do
a(uy a(u'y —=|l
(@) gﬁ;h( (upf!) — a(uif™)) Sars |
Z®M|M| (u?)? Z¢M|My w2 | + At Cp (4.74)

donc par sommation sur n =0,....N,, on a

—8 n n 2 JN
QSup () ZAt” Z <b(uMz) - b(“M)) (—q ‘”MJ)+ ||

n,M leoM
n+1 n+1 2DM,Z
Sup a, l; Aty (e(uhy') — alupf ™)) Sard ]
§§ Z‘I)M‘M' )’ Z@M\My (™2 | 4 7Cs
1
§@+ |Q| HUOH + TCB

et finalement on obtient

n n -n = Sup v
5 A (b)) 7 s 1) < (10 ], + 20 Cp) 0

5 A, (o) = oy )* Dana ] < (9 101, + 20C5) SE202

Ceci complete la démonstration de la proposition 4.15. m

Corollaire 4.16 Sous les hypothéses (HO)-(H10), les estimations suivantes
sont valides pour les schémas précédents (4.21), (4.25) et (4.26) sous les condi-
tions CFL appropriées :

ZAt |b UML —b(u } g™ - g 1] < Clhié

(4.75)
et > Aty [a(uhy) — a(uly)| D 1] < Cs
n,l
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1 1
pOU’I"l{? - TL,TL+1 Ou Cl <7-7Qd7 |F1’ 7q)+7 Sup(b/)7 |Q| ’ 57 Hu0||<2>o ’ ||q_1|oo) et C2 <T7Qd7 |F1| ) q)+767 57 D+',

sont des constantes indépendantes de h et At, avece =1 sik=n+1.

Démonstration. En effet pour £ = n,n+ 1, d’apres les démonstrations des

propositions 4.13, 4.14 et 4.15 on a :

ZAt |b(uky, ) — b(ub)] @™ - Fiaeal 1]

3 3
2/ 5n o S =
(ZN (uhg) — 0(us) " 1 'nM,l||l|) (ZAM% 'nM,l||l|>
n,l

" (1l ) ( Z\aMr>
< (o* ol o) + 2v)” (222 <ﬁZ|M|)

1
() gt (12

. LN b
< (@ joJul]f, +2rC) ( : ) o (7) h

IN

,_
=

(AN
DO | —

3

(‘D+ Qf [[u°[|2, + 2TCB>5 (SUP(b’))

~
~—

~—

N

et

(Zm a(ub,) (ﬁ/l))QDM7l|l|> (ZAtnDMJM)
n,l

< (o 10 ] +2rC)’ (%hy (D*r)} (; Z|8M|>
M
< (<I>+ Q] HUOHZO + 27(]3)% (Sup(a/)ﬁ‘y (D+T)% (|—£22|>2

2ey

Ce qui termine la démonstration du corollaire 4.16. m
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4.6 Résultats de convergence

Dans cette section, on présente un résultat de convergence donné par le

théoreme 4.18. Pour cela, on a besoin du lemme suivant :

Lemme 4.17 Sous les hypothéses (HO)-(H10), pour tous les schémas con-
sidérés ici, sous les conditions CFL appropriées, on a [’estimation BV faible

suivante [noté BV*(Q,)]/:
ZAt M (i) = aluiy)” + D7 At i (alufy) — auy))’
n,l

< Clh+ A (4.76)

. 6 1 1 1
ou O (Qda |F1| » Ty (I)Jr? D+> |Q| ) ||U0||Oo ) ||§Hoo , Sup (b) 7sup(bl>,sup(0/)7 [ab] (u0>7 ;7 (I)_a D_a g
est une constante indépendante de h et At, avec € = 1 pour les schémas im

plicites.

Démonstration. Par convention dans les notations, on pose k =n oun-+1

dans les schémas (4.21), (4.25) et (4.26).
On obtient ainsi, pour tout M € ¥, et n=0,..., N, — 1

uht =l + Z UMl uj )) (=@" - i) " |l
(I)M‘ l€<9M
At, Dy
b 3 (alu) — o) T2
M leOM\T

donc

Zch M| (a(uyy ™) — aluly)) (uhf — uly)

= Aty > (alulfh) = auhy) (buby,) = buby)) (=™ - )™ ]

M leoM
D
ALY Y (alif!) — afuly) (alul,) - alul,) < i
M 1€dM\T Ml

— B4 AT - By - A
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ous=noun-+1et

A =2 YST alu) (ofuby) — auby) 22|

M 1€dM\T Ont
= Aty > Y aluyy) (buby,) = b(uby)) (=4 - i) 11
M 1€edM

Des propositions 4.13, 4.14 et 4.15, on a

PEHEDS

n n

Aty Y (aluyy) — aluiy)) (alul,) —aluf)))

lety,

DI i [(a(ugy) — aluyy))’ + (aluy) - k)]

/
< Oy = (@ jo ] + 270 ) 22

et
> " IBi| < o(ug)b(ug)qar T4

—i—ZAt Z‘a wyy) —auMl Hb ||(jl”ﬁMlHl|

lefy

< ab(ug)qqr |T1| + Z % [(a(ufw) — a(uﬁ‘%)f + (b(u);ﬂ)2 A ﬁM’l|2 |[|2]

n,l

sup(a)BD-—

< ab(ug)qqr |T'1| + <¢>+ |2 Huono + 27'03> 1=

5 w0 (o) (51 1 <
Z Do [M] (o) = aluiy))?
< sup(a Z @y [M| (e(uff ) — a(ufy)) (uh ' — uly)

< 2sup(a’) (C1 + Cy)
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finalement

Zq», M| (i) = aluly))? < 2sup(a) (Cy + Cy)
or d’apres les proposmons 4.13,4.14 et 4.15 0n a

> At (aluly) — a(uy)” D_JI| < Csh
n,l

et par suite

ZAt M| (a(uif) = a(uly))” < CAL

D At (ay) - a(ufy))” < Ch

2sup(a’) (Ch + Cs) Oy
d_ "D_

ou C := max > Ce qui donne l'estimation BV faible

cherchée. m

Introduisons maintenant la solution faible u pour le probléme homogene

associé a (Py), pour ulr, = 0, soit :

w:]0,7[ — Wo; 0 <wu(x,t) <1p.p. dans @, (7)
w, € L0, 7 W) et au) € L2(0,7; W) (17) (4.77)
Ik fQT [Duvy + (b(u)q — KVa(u)) - Vo] dtdz
|+ Jo ®uPv (2,0)dz =0 YveV 20
ou les espaces fonctionnels W, Wy et V' sont définis par :
W={weH (Q); w=0sur I3}
Wo={uel?*(Q); a(u) e W; a(u)=0sur I'1}
V={vel0,7;C*(Q)); v(.,7)=0etv=0sur I'; U5}
Le probleme non homogene sera étudié dans la Remarque 4.19.
On définit approximation u, par uy := uy (z,t) pour tout (x,t) € M X

[tn, tni1[, nOUs avons ainsi le résultat suivant :
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Théoréme 4.18 Sous les hypotheses (HO)-(H10) la solution approchée uy,
donnée par le schéma (4.21)-(4.22), ou par le schéma (4.26)-(4.22), avec les
conditions CFL appropriées, ou par le schéma (4.25)-(4.22) sans aucune condi-

tion CFL, converge vers u dans L*(Q,) quand h et At tendent vers zéro.

Démonstration. Pour montrer la convergence de u; vers la solution faible
définie par (4.77), nous passons a la limite dans les équations discreétes.

On pose @y, := a (uy,) dans Q. et &, := 0 dans (le X IR+) \@, des proposi-
tions 4.9, 4.11 et du lemme 4.17, (&) est bornée dans L*°(IRY x IR, )N BV * (IR x
IR,), donc (d&y,) est relativement compacte dans L*(Q,) (voir Eymard & al.
[ EGH00, EGN98]). On peut ainsi extraire une sous-suite, encore notée &y, telle

que

ap — o dans L*(Q,) et o € L*(0,7; Hyp,p, (Q)) (4.78)

ot HE p, () ={we H (Q); w=0sur 'y Ul's}, d’ou

up — v =a t(a*) sur L*(Q,) et u*e L*0,7; W) (4.79)

A ce stade, on conclut que u* vérifie (4.77)-(7), (i7). Il reste a montrer que u*

satisfait (4.77)-(¢ii). Pour cela, soit v € V' une fonction test et notons par v}, :=

M| vy, P
v (zp,t,). En multipliant les schémas (4.21), (4.25) ou (4.26) par ||AU—tMM,
on obtient apres sommation !
u}fjl u?, .
> Aty Mg @y +ZAtnUM D b (g™ - i) |1
n,M leoM
Dy
= Z Aty D (oluby) — (uM)) |z| (4.80)
1€OM\T

ou k =n oun+ 1. On transforme la premiere somme dans (4.80) sous la forme

suivante
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n+1

- Z | M| 0%, @yl + ZAt (M| @y Y~ Var

At,
+ ZAt e Y b(u)f (" - fia) [1]

leaM
Dy
_ZAtnvM > (afuby,) = a(uf))) ol (4.81)
ledM\T Ml

Prenons en considération les hypotheses sur le données et utilisons le théoreme

de Lebesgue, il vient quand h et At tendent vers 0

—Z|M|UM(I)MUM /CIDU v (z,0)dx

n+1
ZAt | M| Py u"“UMA // Putvdtdr

et de méme on a

ZAtUM Z b lql T_l»M,l ’l|

1€OM
= ZAtnvM > (o Wh)) @t |
1eOM
= ZAt S (bw)f = blukp)) G - a1 (v — vp)
1OM
_ZAt Z )G - T |l
1€OM
=R-— ZAt b(uk)) Z/v q" - fargds
1€OM
ou
|R|<ZAt Z {b Uﬁw)‘@nﬁMlH” lvy, — |
1edM

Ainsi en utilisant l estimation donnée par la remarque 4.16, on obtient

RI < c(u)h S Aty |b(uy) — b(ub)] 16" - iaral 1] < c(v)ChE — 0

n,l
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et
—ZAtbuM Z/v Q" fipgds = — ZAt / (uk ) div (g v™)da
leoM
:—ZAt/ -Vo'dz
— // )¢ - Vudtdx
donc

ZAtnvMZb wig™ g |l — // )¢ - Vodtdx

leoM

Le dernier terme de (4.81) peut s’écrire sous la forme suivante

_ZAtna(uﬁ/[) > (vi, — ) DM1|1|

1€OM\T

- ZAt o(ujy) Z Z (UJT\L@ - 7’174) T Véu,r - KrVour

TNM#AD ledMNT\I'

=—ZmauM SN (Ve K |l])

TNM#D ledMNT\I'

= —ZAtnOé@Lﬁ/[ Z Klel 'nM,l ’l|
n,M

1€OM\T

et

—ZAtozuM Z KNt - i |l

1€OM\D
—ZAt alu Z K,V - an|l|—ZAt a(uk,) Z KNVt i |l
leOMMT 1eOM

—>// z) Vo) ndsdt—// “)div (K () Vv) dtdx

= / K (z) Va(u") - Vodtdz
Qr
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Finalement, passons a la limite dans (4.81), il vient que

// [Du*vy + (b(u")§— KVa(u®)) - Vo] dtdz + /Q@uov (,0)dx =0

Donc u* est une solution faible pour le probleme (1.41) qui admet une unique
solution u. Ainsi la suite (uy) converge vers u, ce qui termine la démonstration

du théoréme 4.18. m

Remarque 4.19 (Probléme non homogéne). Soit U la solution du probléme

suivant :

UeH'(Q)

—div (K(:U)VU) =0 dans

Ulp, = a(ug), KVU -filp, =0 et Ulp, =0
et

o ﬁM::ﬁfM(j(az)dw dans M € X,
" Ul::ﬁflﬁ(s)ds surl el

D’apreés le lemme 2 de Eymard € al. [ EGH99] basé sur l'inégalité de trace,

on a l’estimation suivante:

S (O~ Our) + 3 (00— 0) < 0]

lety, el

2
HY(Q)

Et par suite pour le probléme non homogeéne (Py), on pose dy, == o (up,) — Uy, dans
Q, et ap = 0 dans (]Rd X IR+) \Q-, ainsi la démonstration du théoréme 4.18

précédent reste valable pour ay,.

4.7 Conclusion

Dans ce chapitre on a formulé et analysé des schémas volumes finis pour une
équation non linéaire multi-dimensionnelle de convection-diffusion dégénérée.

Nous avons analysé trois familles de tels schémas. Apres avoir établi que les
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schémas sont L> stables et satisfont une estimation BV faible, sous les condi-
tions CFL appropriées, nous avons obtenu un résultat de convergence vers la
solution faible du probleme. Ceci en introduisant un maillage adéquat permet-

tant de préserver le principe du maximum discret sur un maillage déstructuré.
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Simulations numeériques des
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Chapitre 5

Simulations numériques dans le

cas mono-dimensionnel

5.1 Introduction

ans ce chapitre, on présente les résultats numériques obtenus en utilisant

les schémas volumes finis décrits dans le chapitre 2, pour un fluide immi- sci-

ble et incompressible en milieu poreux modélisé par le probleme (P;) (2.1). Les
résultats numériques obtenus par les schémas (2.14) (2.20) et (2.17) du chapitre 2,
seront comparés a un schéma explicite qui traite séparement le terme de convec-
tion par un schéma de Godunov decentré amont et le terme de diffusion par une
méthode d’éléments finis mixte | CHJ86, CHS82, DAW93].

Les systémes non linéaires résultants des schémas implicite (2.17) et semi
implicite (2.20), seront résolus par une méthode de prédiction-correction décrite
dans (2.34) et (2.33).

Dans une premiere section, on présentera les données physiques du probleme.
Dans la deuxieme section, on donnera des simulations numériques pour les
schémas vus au chapitre 2, pour différentes valeurs de la condition CFL. La
derniere section, consiste a donner une comparaison des temps CPU et ’erreur
relative ! pour ces différents schémas. Les résultats de ce chapitre sont publiés
dans [ AFA97].

141
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5.2 Données du probleme

Nous traitons le déplacement d’huile (0) par I'eau (w) dans un échantillon
de carotte poreuse horizontale. Nous étudions le processus pour une injection
d’eau dans la limite gauche de la carotte poreuse et avant le temps de percée.
Les expressions des fonctions non-linéaires a diffusion capillaire, et b fraction
du flux, sont données par les quantités physiques suivantes :

ke (w)ko(u) ke (u)

Pl O = R

ou) = Ko () + oo (1)

avec

Haw Mo
ou k,s, s = w,o0, sont les perméabilités relatives, u, est la viscosité de la

phase s et p. est la pression capillaire. Pour plus de détails sur les données
physiques on se réfere a [ BEB91, MARSI1].
Dans ces simulations, les perméabilités relatives utilisées sont de la forme
(voir [ YOUB84]) :
b (1) = =®, kyo(u) = (1 —u)?

la pression capillaire

pe(u) = = [(1 = w) /u]'?

et la condition initiale
u’ (0) = 1, v’ (z) = 0 pour tout z € ]0,1]

On prendra une valeur constante pour la porosité ® (z) = 0.2, et de méme pour
la perméabilité absolue K (z) = 0.2, la viscosité de l'eau p,, = 1 et la viscosité
de T'huile p, = 3.

Les fonctions non linéaires : a (diffusion capillaire), b (fraction du flux), p,.
(pression capillaire) et k., k., (perméabilités relatives), sont représentées dans
les figures 5.1-5.2.
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ro

Fig. 5.1: Pression capillaire p. et Permébilités relatives k, ;

006 .

Fig. 5.2: Diffusion capillaire a(u) et fraction du flux b(u)

5.3 Simulations numériques

Les résultats numériques utilisant les schémas volumes finis sont présentés et

comparés avec une méthode standard [ CHJ86, CHS82, DAW93] qui traite le
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terme diffusion avec une méthode d’éléments finis mixte. Les méthodes volumes
finis fournissent une meilleure approximation de la solution du probleme (P;).
Ici nous présentons quelques simulations pour illustrer nos résultats de sta-
bilités et de convergences. On note par : (E.F.V.) le schéma volumes finis ex-
plicite, (I.LF.V.) le schéma volumes finis implicite, (S-I.F.V.) le schéma volumes
finis semi-implicite et (M.F.E.) le schéma éléments finis mixte (voir Chavent &
Salzano [ CHS82]). La condition CFL pour le schéma (M.F.E.) est de la forme

suivante :

At At
CFL3:= TCl sup b (s) + §—202 sup a(s) > CFL; > CFL,

0<s<1 2 h? T o<s<r

Les systemes non linéaires décrits par les schémas (2.17) et (2.20) sont résolus
par une méthode de prédiction-correction illustrée par les relations (2.33) et
(2.34), puis par une décomposition L.U pour les systemes linéaires tridiagonaux

associés (Pour la subroutine L.U utilisé voir Press & al. | PTV92]).

5.3.1 Profil de la saturation en fonction de la CFL

La variation des profils de la saturation en fonction de la CFL pour les dif-
ferents schémas est présentée dans les figures 5.3, 5.4, 5.5 et 5.6. On remaque
que le schéma (E.F.V.) devient instable pour des valeurs de la CFL; > 2, le
schéma (M.F.E.) pour des valeurs de la CF L3 > 1.5, le schéma (S-1.F.V.) pour
des valeurs de la CF Ly > 2 et le schéma (I.LF.V.) reste stable pour différentes

valeurs de la C'F' Lo, sauf qu’il y a une perte de précision.

5.3.2 Approximation autour du front raide

Les comparaisons entre les différents schémas, avec un zoom autour de la
discontinuité dans le profil de saturation, sont présentées dans les figures 5.7
et 5.8. On remarque que les schémas explicites (E.F.V.) et (M.F.E.) donnent
presque les mémes résultats et pour les schémas implicites (I.LF.V.) et (S-I.F.V.),

c’est le schéma (S-1.LF.V.) qui approche le mieux le front raide.
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Fig. 5.3: Profil de saturation (E.F.V.) en fonction de la CFL,
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Fig. 5.4: Profil de saturation (M.F.E.) en fonction de la CF L3
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* ——— CFL,1.00 ° i
0.4 —
L < CFL,:1.50 |
i o CFL,:2.00 .
0.2 —
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I : ]
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Fig. 5.6: Profil de saturation (I.LF.V.) en fonction de la CF L,
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E.F.V.
M.F.E.
EXACT

10

E.F.V.
M.F.E.
EXACT

0.0 L | L L | L
0.66 0.68

Fig. 5.7: Saturation pour h = 1072, Schémas E.F.V. et M.F.E.
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S-I.F.V.
I.F.V.
EXACT

0.8

1.0

N - - SR AR

S1.F.V.
I.F.V.
EXACT

0.66 0.68 0.70

Fig. 5.8: Saturation pour h = 1073, Schémas S-I1.F.V. et L.F.V.




5.3 Simulations numériques 149

5.3.3 Comparaisons du temps CPU et de ’erreur [!

Comme il est difficile de construire un probleme modele avec une solution
exacte, on utilise pour solution exacte, une solution numérique obtenue a 1’aide
d’une discrétisation “tres fine”. Dans le Tableau 5.1 on présente le temps CPU
pour différentes valeurs du pas h. Dans le Tableau 5.2 on présente l'erreur
relative [' pour différentes valeurs du pas h.

La condition CF Ly = 1.5 est choisie pour le schéma (I.F.V.) pour avoir le
méme temps CPU que le schéma (S-I.F.V.) et pouvoir comparer 'erreur /! entre

ces deux schémas.

h E.F.V. M.F.E. S-LLF.V. LE.V.
CFLi=1|CFL3y=1|CFLy=1|CFLy=15
5.1072 0-15 s 0-30 s 028 s 0-30 s
1.1073 12.77 s 2722 s 6-92 s 6-90 s
5.107* 96-60 s 205-56 s 2792 s 27-82 s

Tab. 5.1: Temps C.P.U pour 7 =0.1

h E.F.V. M.F.E. S-LLE.V. LE.V.
CFLi=1|CFL3y=1|CFLy=1|CFLy=15
51072 | 1221072 | 1231072 | 8101073 4-07 1072
1.1073 | 2811073 | 2791073 | 1.80 1073 6-88 1073
5107 | 156 1073 | 158 1073 | 107 1073 1-50 1073

Tab. 5.2: Erreur relative L!

On remarque que les schémas explicites (E.F.V.) et (M.F.E.) demandent en
général un temps CPU trés grand da a la condition CFL. En outre, le schéma
volumes finis semi-implicite donne une meilleure approximation avec un meilleur

temps CPU par rapport aux autres schémas.
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5.4 Conclusion

Les schémas numériques étudiés au chapitre 2, ont été testés pour le cas
d’un écoulement diphasique immiscible et incomprescible en milieu poreux mono-
dimensionnel. La solution approchée qui utilise une approche volumes finis a été
comparée a une solution numérique obtenue par une méthode standard qui traite
le terme de la diffusion avec des éléments finis mixtes. Les résultats numériques
indiquent que la méthode des volumes finies est bien adaptée a la discrétisation
de ce probleme. Les solutions approchées calculées satisfont le principe du max-
imum discret et sont monotones. De plus le front raide est approché d’une
maniere efficace. En outre, le schéma volumes finis semi-implicite donne un

meilleur rapport qualité prix par rapport aux autres schémas.



Chapitre 6

Simulations numeériques dans le

cas bi-dimensionnel

6.1 Introduction

ans ce chapitre, on présente des résultats numériques dans le cas bi-
D dimensionnel obtenus en utilisant les schémas volumes finis décrits dans
les chapitres 3 et 4 pour un fluide immiscible et incompressible en milieu poreux
modélisé par le probleme (1.33). On donnera en premier une simulation numérique
pour le cas d’un réservoir hétérogene avec un maillage régulier en utilisant le
schéma semi-implicite (3.7) vu au chapitre 3. Les résultats numériques obtenus
par les schémas (E.F.V.), (LF.V.) et (S-I.F.V.) du chapitre 4 seront présentés et
comparés entre eux pour différents exemples de réservoirs homogene, hétérogene,
isotrope et anisotrope. On donnera aussi une comparaison des temps (C.P.U.)

pour les différents schémas.

La résolution des systemes non linéaires résultants des schémas implicite et
semi-implicite, se fait par un procédé de prédiction-correction plus une méthode
du Gradient Conjugué préconditionné ou double Gradient Conjugué préconditionné
dans le cas de systeme non symétrique. Pour I'algorithme du DGCP on se réfere
a Joly & al. [ JOE90, JOVO95]. Les résultats de ce chapitre sont publiés
séparement dans [ AF199, AFA99, AFA00, AFAO01].

151
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6.2 Données du probleme

Nous traitons le déplacement d’huile (o) par l'eau (w) dans un réservoir
poreux carré bi-dimensionnel horizontal. Nous étudions le processus pour une
injection d’eau a partir d’un puits situé au coin gauche inférieur de 1’échantillon
et un puits de production au coin droit supérieur, les puits sont représentés cha-
cun par une partie de la frontiere. Les expressions des fonctions non linéaires :
de la diffusion capillaire a, de la fraction du flux b, de la pression capil-
laire p. et des perméabilités relatives k,,, k,, sont les mémes que celles
du chapitre 5 (cf.§ 5.2). La mobilité totale d (voir figure 6.1) est donnée
par : d (u) := ky (u) + k, (u),

0.5 —————
0.4l |
03| )
o2l ]

I d(u) ]

0.1 —

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Fig. 6.1: Mobilité totale d(u)

La pression globale P et la vitesse de filtration totale ¢ sont données par

I'équation suivante (voir (1.34) chapitre 1) :

(E) { 7= —d(u)K(z)VP; div(]) =0 dans Q.

(T'ﬁh—& = —dqd; cT'ﬁh“g = 0; P|1"3 =F, sur [O,T[
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Pour une approximation précise de la vitesse totale ¢ pour chaque pas de
temps, on utilise une méthode d’éléments finis mixte duale hybride détaillée
dans I'annexe A.

Dans les simulations qui suivent, les perméabilités relatives utilisées sont
de la forme : .

oy (u) = 51@“, kpo(u) = (1 —u)"™ (6.1)

ou rl et r2 sont a préciser pour chaque exemple, la pression capillaire
pe(u) = = [(1 = u) /u]"”
et la condition initiale
u|r, =1, u° (z) = 0 pour tout z € Q\I'y

On prendra une valeur constante pour la porosité ® (z) = 0.2 et la pression au
puits de production Fy = 0, le débit au puits d’injection ¢, sera précisé pour

chaque exemple.

6.3 Maillage rectangulaire

Dans cette section, nous présentons des résultats numériques en 2-D pour un
maillage rectangulaire dans un réservoir hétérogene isotrope 2 = ]0,1[ X
10, 1[.

Le test a été effectué par le schéma semi-implicite (3.7) sur un quart de
five-spot de 30x30 mailles rectangulaires.

Les perméabilités absolues selon les zones sont: K = 10. Darcy dans les blocs
rouges, K = 1. Darcy dans les blocs verts et K = 0.1 Darcy dans les blocs bleus
(voir Figure 6.2).

On prendra une valeur constante pour le débit au puits d’injection ¢4 = 1,
la viscosité de I'eau p,, = 1 et la viscosité de ’huile p, = 3. Les puissances dans
les formules des perméabilités relatives (6.1), sont 1 = 3 et r2 = 3.

Les vitesses de filtration sont représentées dans la figure 6.3 et les contours

de la saturation dans la figure 6.4.
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Fig. 6.2: Distribution des perméabilités absolues K(x,y)

Pour une distribution donnée de la vitesse totale ¢ (voir Figure 6.3), on
obtient une répartition de la saturation w (voir Figure 6.4) qui suit les fortes
distributions des perméabilités, ce qui correspond au probleme physique. Les
résultats numériques ainsi obtenus prouvent l'efficacité de la méthode volumes
finis utilisée ici pour ce probleme d’ecoulement diphasique en milieu poreux.
Cependant, 1'usage d'un maillage rectangulaire induit en général de la diffusion

numeérique.
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6.4 Maillage non structuré

6.4.1 Test 1: domaine homogene et isotrope

Dans cet exemple, on présente les résultats numériques pour un réservoir
homogene et isotrope 2 =]0,0.1[x]0, 0.1 (voir figure 6.5), avec une perméabilité
absolue égale a 1 Darcy.

On prendra une valeur constante pour le débit au puits d’injection ¢z = 1.4,
la viscosité de 'eau p,, = 1 et la viscosité de l'huile p, = 3. Les puisances dans
les formules des perméabilités relatives (6.1), sont 1 =5 et r2 = 3.

Les vitesses de filtration sont représentées dans la figure 6.6, les contours de
la saturation dans la figure 6.7 et une coupe du profil de la saturation, entre le
puits d’injection et le puits de production, dans la figure 6.8.

Le test de comparaison entre les différents schémas volumes finis a été effectué

pour un maillage & Ne = 3690 éléments avec un pas h = 1.8 1073.

Ne=3690 | EF.V.CFL,=1|S-1.F.V.CFLy, =1 | 1L.F.V. CFLy =10
h=1-8 1073 dt=1-3 10° dt=2-4 10~° dt=2-4 1074
C.P.U. 2mn25-47s 1mn42-13s 1mn00-44s

Tab. 6.1: Temps C.P.U. Test 1

On remarque que le schéma explicite (E.F.V.) demande plus de temps de
calcul que les schémas implicites (I.F.V.) et (S-1.F.V.); de plus pour le schéma
implicite (I.LF.V.) on a pu prendre un At dix fois suppérieur au At pris pour le
schéma (S-1.F.V.), ce qui n’est pas toujours possible vu que ¢a peut engendrer

une diffusion numérique importante (voir le cas d’un milieu anisotrope cf.§ 6.4.3).
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Fig. 6.5: Maillage de Q2 =10,0.1] x ]0,0.1]
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Saturation
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Fig. 6.7: Les contours de la saturation
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Fig. 6.9: Variation du profil de la saturation au cours du temps
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6.4.2 Test 2: chenal hétérogene et anisotrope

Dans cet exemple, on présente les résultats numériques pour un réservoir hé-
térogene et anisotrope 2 = |0, 1[x]0, 1| (voir figure 6.10), avec trois différentes
valeurs de perméabilité absolue, variant entre 0.1 Darcy et 10 Darcy.

Les perméabilités absolues selon les zones sont : K = 10K, dans les blocs

jaunes, K = K, dans les blocs verts et K = 0.1K dans les blocs rouges, avec :

o ( 1.0 03 )
0.3 1.0

On prendra une valeur constante pour le débit au puits d’injection ¢z = 0.5,
la viscosité de ’eau 1, = 1 et la viscosité de I’huile p, = 10. Les puisances dans
les formules des perméabilités relatives (6.1), sont r1 = 3 et 72 = 3.

Vu que le tenseur de pérméabilité n’est pas diagonal, le maillage se fait sur
Qo := Uy () une transformation de €2 par I'application linéaire U, tel que
adj [Ko] = [Uo]’ [Us] (voir figure 6.11), ce qui permet la prise en compte des
hétérogénéités anisotropiques du réservoir (voir chapitre 4 cf. § 4.3.6).

Le test a été effectué par le schéma semi-implicite (4.26) avec un maillage
a Ne = 3642 éléments soit un pas h = 1.24 1072, pour une CFL, = 1 soit
At =2.46 107

On remarque que la vitesse de filtration totale ¢ (voir figure 6.12) et les
contours de la saturation (voir figure 6.13) suivent les zones de forte perméabilité,
ce qui correspond bien au probleme physique.

Bien que I’étude théorique a été faite pour une modélisation avant le temps
de percée, le code numérique réalisé prend en compte le modele apres le temps

de percée.
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Fig. 6.13: Les contours de la saturation
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6.4.3 Test 3: milieu stratifié et anisotrope

Dans cet exemple, on présente les résultats numériques pour un réservoir
stratifié et anisotrope 2 = ]0,1[x 0, 1] (voir figure 6.14), avec deux différentes

valeurs de perméabilité absolue :

1.0 107° .
K= pour y € [0.4,0.7] zone jaune
107° 1.0

et K = < L0 02 ) pour y € ]0,0.4[U]0.7, 1] zones vertes
0.2 1.0

On injecte de 'eau a un débit constante g = 1 sur toute la partie gauche du
réservoir ({0} x [0,1]) et la production se fait par la partie droite du réservoir
({1} x [0,1]) & pression constante Py = 0. La viscosité de l'eau p,, = 1 et la
viscosité de I’huile p, = 10. Les puisances dans les formules des perméabilités
relatives (6.1), sont rl =3 et r2 = 3.

Cet exemple illustre l'effet de 'hétérogénéité anisotropique, vu que les con-
tours de pression (figure 6.15) et de saturation (figure 6.16) subissent une déformation
non symétrique die aux valeurs non diagonales dans le tenseur de pérméabilité.

Le test de comparaison a été effectué pour un maillage a Ne = 3384 éléments

avec un pas h = 2.2 1072,

Ne=3384 | EF.V.CFL,=1|S-1.LF.V.CFLy, =1 |1.F.V.CFLy, =3
h=2-2 1072 dt=2-0 10~* dt=4-4 104 dt=1-4 1073
C.P.U. Omn08-19s Omn06-23s OmnO07-76s

Tab. 6.2: Temps C.P.U. Test 3

On remarque aussi une diffusion numérique pour le schéma implicite (I.F.V.)

a partir d'une CF'L, = 3, par rapport aux autres schémas (voir figure 6.17).
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Saturation
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Fig. 6.16: Les contours de la saturation
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Fig. 6.17: Coupe du profil de la saturation pour (y = 0.5)
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6.4.4 Test 4: milieu hétérogene et anisotrope

Dans cet exemple, on présente les résultats numériques pour un réservoir
hétérogene et anisotrope 2 = ]0,1[ x |0, 1] (voir figure 6.18), avec quatre

différentes valeurs de perméabilité absolue, variant entre 10~* Darcy et 1 Darcy :

1.0 0.2 .
K= 02 10 dans le bloc jaune, K =1072.1; dans le bloc vert,

K =5.1073.1, dans les blocs rouges et K = 107%.J; dans le bloc bleu

On prendra une valeur constante pour le débit au puits d’injection ¢4 = 1, la
viscosité de l'eau p,, = 1 et la viscosité de 'huile p, = 3. Les puisances dans les
formules des perméabilités relatives (6.1), sont r1 = 3 et 72 = 3.

Les vitesses de filtration sont représentées dans la figure 6.19, les contours
de la saturation dans la figure 6.20, le profil de la saturation dans la figure 6.22,
et une coupe du profil de la saturation entre le puits d’injection et le puits de
production dans la figure 6.21.

Le test de comparaison a été effectué pour un maillage a Ne = 3082 éléments

avec un pas h = 1.8 1072,

Ne=3082 | EF.V.CFL,=1|S-1.F.V.CFL, =1 | I.LF.V. CFLy =2
h=1-8 1072 dt=1-3 10~* dt=2-2 1074 dt=4-4 10~
C.P.U. 1mn45-93s 1mn09-99s 1mn06-95s

Tab. 6.3: Temps C.P.U. Test 4

Dans cet exemple, on illustre I’écoulement d’un fluide a travers un réservoir
avec des variations discontinues de la pérméabilité absolue. Le fluide se déplace
initialement a partir du puits d’injection d’une maniere uniforme, puis il subit
I'influence des variations de pérméabilité, en suivant les zones de forte pérméabilité.
On remarque aussi une bonne approche du front de saturation au tour des
fortes discontinuités de la pérméabilité. Ceci montre l'efficacité des schémas

numériques proposés ici.
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Fig. 6.18: Réservoir hétérogene et anisotrope (2
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Saturation
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Fig. 6.20: Les contours de la saturation
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Fig. 6.21: Coupe du profil de la saturation entre les puits
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Saturation
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Fig. 6.22: Le profil de la saturation

6.5 Conclusion

Les schémas numériques, étudiés dans les chapitre 3 et 4, ont été testés
pour des cas d’écoulement diphasique immiscible et incompressible en milieu
poreux bi-dimensionnel. Une méthode d’éléments finis mixte duale hybride est
utilisée pour obtenir une bonne approximation de la vitesse totale. Les résultats
numériques indiquent que la méthode des volumes finis est bien adaptée a la
discrétisation de ce probleme. Les solutions numériques obtenus satisfont le
principe du maximum discret et sont monotones. De plus les hétérogénéités
anisotropiques du milieu poreux sont prises d’une maniere efficace. En outre, les
schémas volumes finis semi-implicite et implicite donnent un meilleur temps de

calcul par rapport au schéma explicite.
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Conclusion Générale

ous avons développé et analysé des schémas numériques de type volumes
finis, pour un probleme de convection-dominante diffusion-dégénérée pa-
rabolique non linéaire, issu de la modélisation des écoulements diphasiques de

fluides en milieu poreux.

Nous avons traité et analysé trois familles de schémas volumes finis (explicite
implicite et semi-implicite). Apres avoir établi que les schémas sont L™ et BV
stables, sous les conditions CFL appropriées et satisfont le principe du maxi-
mum discret, on obtient des résultats de convergence, vers la solution faible du
probleme, dans L' pour des maillages réguliers en 1-D et 2-D, et dans L? pour des
maillages non structurés en dimension multiple, ceci en introduisant une tech-
nique de maillage adéquate permettant de préserver le principe du maximum

discret sur des maillages déstructurés.

Des résultats numériques sont présentés en 1-D, qui confirment, la stabilité
des schémas numériques proposés et l'efficacité du schéma semi-implicite en
temps de calcul (C.P.U.). En dimension deux, les résultats numériques obtenus
montrent que la méthode des volumes finis est bien adaptée a la discrétisation
de ce probleme. Les solutions approchées calculées satisfont le principe du max-
imum discret et sont monotones. De plus les hétérogénéités anisotropiques du
milieu poreux sont prises d’'une maniere efficace. En outre, les schémas volumes
finis semi-implicite et implicite donnent un meilleur temps de calcul par rapport

au schéma explicite.

Le code numérique réalisé prend en compte le couplage entre une équation
parabolique non linéaire dégénérée et une famille d’équations elliptiques paramétrées

par le temps. Ceci montre 'efficacité des schémas numériques proposés ici, qui
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combinent une méthode d’éléments finis mixte hybride pour ’équation elliptique
en pression et une méthode de volumes finis pour 1’équation parabolique en sat-

uration.

Remarques et perspectives

L’analyse des schémas numériques présentés ici, pour le probleme forte-
ment couplé reste ouvert. Il est a noter que 'estimation de la vitesse de filtration
¢ dans L, introduite comme hypothese dans notre cas, est un probleme ouvert
pour I’équation elliptique en pression.

Les simulations numériques en 3-D, sont aujourd’hui d'une grande impor-
tance dans l'industrie pétroliere, et mérite d’étre abordées.

Nous nous somme concentrés dans ce travail sur ’étude de la convergence
des schémas numériques, il serait aussi utile d’étudier les estimations d’erreur

pour ces schémas volumes finis.



Annexe A

Rappels sur les éléments finis

mixtes hybrides

a modélisation de nombreux problemes physiques conduit parfois a la
I ' résolution de problemes d’équations aux dérivées partielles elliptiques.

titre d’ékemple, I’équation en pression dans la modélisation des écoulements
diphasiques en milieux poreux. Nous présentons ici une méthode des éléments
finis mixte duale hybride pour discrétiser de telles équations (voir Brezzi &
Fortin [ BRF91] et Bendali & al. [ BRT96)).

Introduction

Considérons le probleme de Dirichlet suivant :

—div (KVp) = dans
(Py) { (KVp)=f
p=20 sur I’

avec les hypotheses habituelles suivantes :

(H1) Q un ouvert connexe de IR¢, de frontiere polyédrique I' = 99).
(H2) feL*(Q).
(H3) K € (W ()™ une matrice uniformément elliptique et bornnée c.a.d.

VEA£0, 0 < K_ |6 <EK (2)€ < Kt|€]? < 0o p.p. dans Q.
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Méthodes d’éléments finis mixtes

En général, dans des problemes physiques ot p représente la grandeur pression
pour un constituant, on cherche a évaluer le gradient de p qui représente le flux
ou la vitesse de filtration pour les problemes des écoulements dans un milieu
poreux.

On est donc amené a introduire une nouvelle variable : §= —K(x)Vp et a

résoudre un probleme mixte de la forme :

{ ¢d=—K(z)Vp; div(q) = f dans ()

(A.2)
p=0 sur I'

une formulation mixte primale de ce probleme consiste & chercher (¢, p) solu-
tion de :
(¢.p) € (L2 ()" x Hy ()
Jo KN (@) dida + [, Vp - 1ide =0 Vi € (L2 ()" (A.3)
Jo @ Vvde = — [, fodz Vv € H} (Q)

On constate que 'on impose ici la régularité sur 'inconnue u, cette formula-

tion est sans doute moins répandue que la version mixte duale donnée par :

trouver (g, p) € H (div,Q) x L? ()
Jo K~ Y x)q - wdx — [, pdiv (W) de =0 Vi € H (div, Q) (A.4)
Jo div () vdx = [, fvdzx Vv € L*(Q)

Les problemes (A.3) et (A.4) sont équivalents et on a :

Théoréeme A.1 Sous les hypothéses (H1) — (H3), le probléme (A.4) admet une
solution unique (voir Brezzi € Fortin [ BRFI1]).

On peut aussi formuler un probleme équivalent ou 'on impose la régularité

sur les inconnues p et ¢ a la fois.

Probleme discret

Soit A, une famille de triangulation réguliere au sens de la définition (4.3),

alors 'espace d’approximation de degré k pour les fonctions vectorielles w de
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H (div, Q) est défini par :

IDy = (Pp)" + 7 (z) Py

ou Py est 'espace des polynomes de degré < k sur chaque élément fini de Ay
et P, C P le sous espace des polynomes homogenes, 7 () est une fonction
vectorielle dont les composantes sont les coordonnées cartésiennes 1, ..., 4. On

définit les espaces :

W = {15, € H (div, Q) : tel que VT € Ay, @] € IDy}
M;Lk) = {v € L?(Q); tel que VT € Ay, vplr € Pk}

Alors une approximation de la solution (¢, p) du probleme (A.4) par une méthode

d’éléments finis mixte duale de degré k, consiste a chercher (g, pp), vérifiant :

(G on) € WP 5 MP)

[y K~Y@) G - @nda — [, pudiv (@) de = 0 Vi, € W (A.5)
Jo div (@) vpdx = [, fonda Vo, € MP

Théoreme A.2 Sous les hypothéses (H1) — (H3), le probleme (A.5) admet une
solution unique (voir Brezzi € Fortin [ BRF91]).

Une approximation mixte duale hybride du probleme (Pg) consiste a re-
laxer la continuité inter-éléments contenue dans la définition de I'espace W,Sk),
en introduisant une suite de multiplicateurs de Lagrange, comme dans [ BRT96,

BRF91], soit :

En:={l€dT; VT € Ay} et & ={l€&; €T}
L’espace des multiplicateurs de Lagrange est défini par :
L = { € L*(&); Ml € Pp(l), YL € OT, YT € Aj et A, = O sur I'}

ou Py (1) désigne 'espace des restrictions de Py a I € 0T. Nous considérons

maintenant l'espace :

Wil = {a € (£2(@)" tel que VT € Ay, @il € 1D |
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en ajoutant les multiplicateurs de Lagrange, on obtient ainsi une formulation

mixte duale hybride : trouver (g, pp, An) € W}(Lk) X Mgk) X L'ELk) tel que :

( fT K_lih ' U_jhdx - fT phdiv (?Eh) dx
+ 3 [, Aty - dipdl = 0 Vi, € IDy

1€aT (A.6)
Jp div (@) vndx = [, fopda Yoy, € Py
> > JiinG - il =0 Yup € LY

\ TeA, €T

la détermination de ¢, € W,(Lk) satisfaisant la continuité inter-éléments est carac-

terisée par les résultats suivants : (voir Bendali & al. [ BRT96)).

Théoreme A.3 Pour tout k entier > 0, l’espace IDy est donné par :

1Dy = {7 (P)"; div (@) =0} & 7Py (A7)
0 - d ;
On pose alors ID) = {q € (Pr)"; div(q) = 0}.

Lemme A.4 Pour tout T € Ay, et pour tout k entier > 0, il existe un unique

ar € Py, tel que :
/ div (arr) vdr = / fvdx Yv e Py (T) (A.8)
T T

Pour k = 0, ar € Py est une constante déterminée par :

1
— [ 1d
or d|T|/T”

Ainsi pour une approximation de degré k, le théoreme A.3 réduit la détermination

de @,|7, VT € Ay, & trouver ¢ et ar respectivement dans ID} et Py, tels que :
Qnlr = @+ arr (x) (A.9)

maintenant pour w € IDY, de la premiere équation dans (A.6), on en déduit

que :

/ K" (G + agr) - dide + ) / M0 - fipydl = 0 V@ € IDY) (A.10)
T 1eoT /!
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les inconnues sont alors réduites a (72, \) € ID? x £,

En introduisant les fonctions de base de IDY, et en notant par : [q7] et [wr],
[resp. [Ar] et [ur]], les vecteurs colonnes des composantes de gy et wy,, dans DY,
[resp. ceux de {An|i}cor et {unli}icor] L'équation (A.10) peut s’écrire sous la

forme suivante :

fwr] Kz ar] + [wr]' Cr D] = [wr)* [ £ (A11)

olt [wr]" est la transposée de la matrice [wy], K' = Jp K1, (Cr est la matrice
d x (d+1) des composantes de {7ir; |l|},.;r dans le cas k = 0) et la matrice

[ f}l)] est donnée par :

fwrl [ #7] = - / arK 7 (z) - dde (A.12)
T
en inversant K ', on a la relation matricielle suivante :

lgr] + KrCr [Mr] = Kr [fq(ﬂl)] (A.13)

de méme de la derniere équation dans (A.6), on en déduit que :

> lual (Cr) far] = Y lr) [ £7] (A.14)

TEAh TeAh

ou la matrice [ fg)] est donnée par la relation :

ek [ }2)} =— Z /laTth(x) Tipdl (A.15)

leoT

multiplions (A.13) par [ur]" [C7]" et sommons sur T' € Ay, on obtient :

> el [Cr] Ko [Cr] D] = ) ] [fr] (A.16)

TeAy TeA,
Ainsi la formulation mixte hybride se réduit a la résolution d’un systeme
linéaire dont les coefficients s’obtiennent par assemblage des matrices élémentaires
[Cr]' K [C] et du second membre [fr] = [Cr]' K7 [ f}”] - [ f}ﬂ . Les flux ghlr

seront alors détérminés par simple substitution dans (A.13) et (A.9).
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Cas bi-dimensionnel de bas degré

On se limite ici au degré k = 0, dans IR%. Ainsi si on suppose de plus que K

est constante par maille, alors on a :

1
KT [ 7(11):| = —O77— / rdr = —OéTFT
Tl Jr

et
1), = =ar [7iiradt = ar 177

l
avec

1 1

= — d - =
o= 377 J, f = 5

d'ott

Lfrl, = ar |l] (7, — 77) - iz,
3 3
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