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Résumeé

Cette these est consacrée a ’homogénéisation par la méthode de convergence a deux échelles, et a la
simulation numérique par le code DuMu* (voir [86]), d’écoulements diphasiques immiscibles et compressibles
en milieux poreux.

L’exploitation d’un gisement pétrolifere conduit au développement de diverses méthodes de techniques de
récupération assistée du pétrole. L'une de ces techniques est celle de la récupération secondaire, qui consiste
a pousser I’huile vers les puits de production en injectant de I’eau par d’autres puits qui sont réservés a cet
effet. Du point de vue mathématique, ceci conduit a la modélisation d’un écoulement diphasique immiscible et
compressible en réservoir naturellement fracturé, ce qui est I’objectif principal de cette these.

Les réservoirs naturellement fracturés peuvent étre modélisés par deux milieux superposés : un systeme de
fractures et un systéme de bloc de matrices (réservoirs enticrement fracturés). Le systeme de fractures a une
faible capacité de stockage, et une conductivité élevée, tandis que le systeme de blocs de matrices a une faible
conductivité en comparaison avec le systeme de fractures. La majeure partie du fluide est transportée a travers
le systeme des fractures, et le reste est stocké dans les bloc de matrices. Lorsque le systeme de fissures et si
développé que la matrice est divisée en blocs individuels ou en cellules qui sont isolées les unes des autres
(Warren-Root géométrie [57], ou comme des cubes de sucre), il n’y a pas d’écoulement direct de cellule a
cellule, mais plutdt un échange de fluide entre chaque cellule et le systeme de fractures. Pour plus de détails sur
la formulation physique de ces problemes, (voir [25, 70, 57]).

Dans cette these, nous concentrons notre attention sur la modélisation d’un écoulement diphasique non mis-
cible et compressible dans des réservoirs fracturés, en ayant un regard sur le déplacement forcé eau-huile, qui
est un mécanisme crucial pour la récupération secondaire de 1’huile. Au cours de ces dernieres années, 1’ intérét
pour I’écoulement et le transport de fluides en milieux fracturés avec une perméabilité faible, a beaucoup aug-
menté, et une des raison importante a cet intérét est que les réservoirs fracturés d’hydrocarbures fournissent
plus de 20% de réserves et de production du pétrole dans le monde (voir [72] et les références qui y sont). La
recherche vise a comprendre le processus qui détermine le chemin qui suit I’écoulement, et le taux de fluide
mouillant dans les masses de la roche fracturée.

Pour modéliser ces problemes d’écoulement, il y a toujours de multiples échelles de longueur dans les
coefficients physiques qui gouvernent les équations. D’autre part, la taille du réservoir ne permet pas une si-
mulation a fine échelle, sur plusieurs temps malgré la modernisation des ordinateurs, et I’avancement de la
technologie du calcul parallele. Par conséquent, un compromis doit &tre réalisé entre la précision souhaitée
et les ressources informatiques disponibles. Un compromis standard est d’échelonner les coefficients qui font
qu’on est obligé d’utiliser un maillage grossier. La description a grande échelle devra intégrer deux différents
mécanismes d’écoulement. Pour certains ratios de perméabilités, et quelques largeurs de fissures, la description
a grande échelle est obtenue par I’introduction du modele dit a double porosité. Il a été introduit pour décrire le
comportement global du milieu poreux fracturé par Barenblatt et al. [22], et il est depuis utilisé dans 1’ingénierie
liée a la hydrogéologie, I’'ingénierie des réservoirs pétrolifere, la génie civile, ou encore la science du sol.

Dans cette these, nous nous concentrerons sur un systeme non linéaire d’équations de convection-diffusion
dans un domaine, modélisant 1’écoulement et le transport de fluides non miscible et compressibles dans un



milieu poreux hétérogeéne, en prenant en compte la pression capillaire et la gravité. Les équations du modele
sont dérivées de la loi de conservation de la masse pour les deux fluides, ainsi que les relations constitu-
tives de la vitesse du gradient, de la pression, et les effets de gravités. Traditionnellement, la loi standard de
Darcy-Muskat fournit ces relations. Cette formulation nous donne un systéme couplé constitué¢ d’équations
paraboliques non linéaires pour le liquide et la pression du gaz, en ajoutant les conditions au bord et les condi-
tions initiales qui conviennent. Il existe deux types de dégénérescence dans le systeme étudié. La premicre est
la dégénérescence classique de 1’opérateur de diffusion. Cette dégénérescence est due aux effets de la pres-
sion capillaire ; il peut étre observé méme dans le cas d’un écoulement diphasique incompressible. La seconde
concerne la dégénérescence du terme d’évolution. Il se produit dans la région ou les saturations du fluide sont
nulles. Dans les deux cas, la présence de la dégénérescence affaiblie les estimations d’énergie et fait la preuve
des résultats de compacité plus impliqués.

Cette these est organisée de la maniere suivante : On commence par une introduction générale. Dans le
Chapitre 1, on présente une synthese des résultats obtenus dans [6], et on rappelle les principaux résultats
qui nous seront utiles pour la suite. Il s’agit de I’homogénéisation d’un écoulement diphasique immiscible
compressible eau—gaz, dans un milieu poreux a structure périodique. La phase eau est supposée incompressible,
tandis que la phase gaz est compressible. On commence par écrire le modele microscopique en utilisant les
équations de conservation de la masse, et la loi standard de Darcy—Muskat pour chaque phase, puis on passe a
la formulation du modele microscopique en utilisant le concept de la pression globale (voir [17, 36]). Apres ¢a,
afin d’obtenir le probleme homogénéisé associé, on commence par faire des estimations a priori indispensables,
puis on formule le théoréme de compacité essentiel a 1I’obtention du résultat d’homogénéisation apreés passage
a la limite faible et a deux échelles. Dans le Chapitre 2, on généralise les résultats obtenus dans [6]. A savoir,
on considere I’homogénéisation d’un écoulement diphasique immiscible et compressible liquide—gaz dans un
milieu poreux périodique, avec des coefficients a oscillations rapides. Dans ce chapitre, on suppose que le
liquide et le gaz sont des fluides compressibles. En suivant les mémes étapes suivies dans le Chapitre 1, et
en utilisant des idées du papier [8], on obtient finalement le modele global en terme de pressions phasiques
homogénéisées, ce qui généralise les résultats de [6]. Dans le Chapitre 3, on présente le résultat principal de cette
theése. Dans ce chapitre, on étudie le probleme de ’homogénéisation d’un écoulement diphasique immiscible
et compressible dans un milieu poreux a double porosité. Le probleme microscopique est écrit en terme des
pressions et saturations de chaque phase. Le milieu fracturé est composé de fractures, et de blocs de matrice
e— périodiquement distribuées, avec une perméabilité d’ordre 2. La difficulté de ce chapitre est de prouver
le résultat de compacité dans le cas d’un modele couplé non linéaire. On obtient la convergence des solutions
ainsi que le modele macroscopique en utilisant le concept de convergence a deux échelles, et la technique
de dilatation. Le modele global (homogénéisé) est donné en termes des pressions phasiques homogénéisées.
Le résultat principal de ce chapitre est une importante généralisation du papier [11]. La these se termine par
le Chapitre 4 qui est consacré a la simulation numérique d’écoulements diphasiques immiscibles en milieux
poreux, en utilisant le code DuMu*. On commence par une présentation du code DuMu®, puis, on présente des
simulations numériques pour quatre tests : les tests 1 et 2 sont des benchmarks proposés par le GdAR MoMaS
( voir [83] ). Ces tests nous ont permis d’avoir une vision précise sur ce que I’on peut faire avec DuMu* pour
la simulation numérique des écoulements diphasiques en milieux poreux, et de sa prise en main. Les tests 3 et
4 sont des simulations numériques pour le probleme étudié dans le Chapitre 1 de ce travail. Dans le test 3, le
milieu poreux considéré est périodique, tandis que dans le test 4, le milieu poreux est hétérogene. Ces deux tests
nous ont permis de faire une comparaison entre les simulations faites en milieu hétérogene, et les simulations
faites en milieu homogénéisé, ce qui nous a permis d’apprécier la justesse des approximations obtenues par la
méthode de I’homogénéisation.

Mots clés : Compressible, immiscible, milieu double porosité, écoulement diphasique, milieu poreux frac-
turé, homogénéisation, convergence a deux échelles, DuMu*.



Abstract

The thesis is devoted to the homogenization by the two-scale convergence method and numerical simulation
using the code DuMu* (see, e.g., [86]) of the immiscible compressible two-phase flow in porous media.

The exploitation of oil containing formations requires the development of various technical methods of
the enhanced oil recovery. One of these methods concerns the secondary oil recovery. It is based on the oil
displacement by the water towards the production wells. From the mathematical point of view, this leads to the
modeling of the immiscible compressible two-phase flow in naturally fractured reservoirs which is the main
objective of the thesis.

Naturally-fractured reservoirs can be modeled by two-superimposed continua, a connected fracture system
and a system of topologically disconnected matrix blocks (totally fractured reservoirs). The fracture system has
a low storage capacity and high a conductivity, while the matrix block system has a conductivity that is low
in comparison to that in the fractures. The majority of fluid transport will occur along flow paths through the
fissure system, and the relative volume and storage capacity of the porous matrix is much larger than that of the
fissure system. When the system of fissures is so well developed that the matrix is broken into individual blocks
or cells that are isolated from each other (Warren-Root geometry [57] or sugar cubes), there is, consequently,
no flow directly from cell to cell, but only an exchange of fluid between each cell and the surrounding fissure
system. For more details on the physical formulation of such problems see, e.g., [25, 70, 57].

In this thesis, we focus our attention on the modeling of immiscible compressible two-phase flow through
fractured reservoirs with an eye towards the studies of the forced oil-water displacement which is a crucial
mechanism of secondary oil recovery. In recent years the interest has increased considerably in the area of
flow and transport in low permeability fractured rocks. One important reason for this is that the fractured
hydrocarbon reservoirs provide over 20% of the world’s oil reserves and production (see, e.g., [72] and the
references therein). The research is aimed at understanding the processes that determine the flow paths and the
flow rates of the wetting fluids in fractured rock masses.

For modeling such flow problems, there are always multiple length scales in the physical coefficients for
the governing equations. On the other hand, the size of the reservoir prohibits a full fine scale simulation over
many time steps, even with the advent of modern computers and parallel computing technology. Therefore, a
compromise has to be made between desired accuracy and available computer resources. The standard com-
promise is to upscale the coefficients which enables the use of a coarse computational grid. The large-scale
description will have to incorporate the two different flow mechanisms. For some permeability ratios and some
fissures width, the large-scale description is achieved by introducing the so-called double-porosity model. It
was introduced first for describing the global behavior of fractured porous media by Barenblatt and al. [22]
and it is since used in a wide range of engineering specialties related to geohydrology, petroleum reservoir
engineering, civil engineering or soil science.

In this thesis we will be concerned with a nonlinear system of diffusion-convection equations in a domain
modeling the flow and transport of immiscible compressible fluids through heterogeneous porous media, taking
into account capillary and gravity effects. The governing equations are derived from the mass conservation laws
of both fluids, along with constitutive relations relating the velocities to the pressure gradients and gravitatio-



nal effects. Traditionally, the standard Darcy—Muskat law provides this relationship. This formulation leads to
a coupled system consisting of nonlinear parabolic equations for the liquid and gas pressures, subject to ap-
propriate boundary and initial conditions. There are two kinds of degeneracy in the studied system. The first
one is the classical degeneracy of the diffusion operator. This degeneracy is due to the capillary effects ; it can
be observed even in the case of incompressible two-phase flow. The second one represents the evolution term
degeneracy. It occurs in the region where the fluid saturations vanish. In both cases the presence of degeneracy
weakens the energy estimates and makes a proof of compactness results more involved.

The thesis is organized as follows. It is started by the Introduction section.

Chapter 1 is devoted to a detailed review of the results obtained in paper [6]. Namely, we consider the
homogenization of immiscible compressible two-phase flow, like water-gas flow, in porous media with periodic
rapidly oscillating coefficients. The water phase is assumed to be incompressible, whereas the gas phase is
compressible. The microscopic model is written using the mass conservation law for each phase along with
the standard Darcy-Muskat law. The first step is to obtain the appropriate a priori estimates for the solution
of the problem under consideration. In order to pass to the limit in the standing equations, we reformulate
them in terms of the global pressure (see, e.g., [17, 36]) and saturation function. The compactness results are
also formulated. The homogenized model is then obtained by the two-scale convergence method in the weak
formulation of our problem in temrs of the global pressure and saturation. In Chapter 2, we generalize the
results obtained in [6]. Namely, we consider the homogenization of immiscible compressible two-phase flow,
like liquid-gas flow, in porous media with periodic rapidly oscillating coefficients. In this chapter we assume
that both, the liquid and the gas, are compressible fluids. Following the lines of Chapter 1 and using the ideas of
paper [8] we, finally, obtain the global model in terms of the homogenized phase pressures which generalizes the
results of [6]. In Chapter 3 we present the main results of the thesis. In this chapter we study the homogenization
problem for two-phase immiscible compressible flow in porous media with double porosity. The microscopic
model is written in terms of the phase pressures and saturation. The fractured-porous media is made of fractures
and e-periodically distributed matrix blocks with the permeability of order £2. The main difficulty in this chapter
is the proof of the compactness result in the case of a degenerate non-linear coupled model. We obtain the
convergence of solutions, as well as the macroscopic model using the concept of two-scale convergence and
the dilatation technic. The global (homogenized) model is given in terms of the homogenized phase pressures.
The main result of the chapter is an important generalization of paper [11]. The thesis concludes with Chapter
4 which is devoted to the numerical simulation of two-phase immiscible flow in porous media using the code
DuMu*. It begins with a presentation of the code DuMu*. Then we give the numerical simulation to four tests :
Tests 1, 2 are the benchmarks proposed by GdR MoMasS (see [83]). These tests enable to give a clear vision of
the capabilities of DuMu* in the numerical simulations of two-phase flow in porous media. Tests 3, 4 present the
numerical results for the problem studied in Chapter 1. In particular, in Test 3, the porous medium is periodic,
while in Test 4, the porous medium is heterogeneous. Both tests enable to make comparison between simulation
in heterogeneous media and simulation in homogenized media. This simulation shows the correctness of the
approximation obtained by the homogenization.

Key words : Compressible, immiscible, double porous media, two-phase flow, fractured-porous media,
homogenization, two-scale convergence, DuMu*.
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Nomenclature

e Q) domaine de R? (d = 2, 3) figurant un milieu poreux.
o' =00 =T UT; frontiere du domaine .

e 7/ normale unitaire 3 une frontiere, orientée vers I’extérieur.
e ¢, T variable temporaire et temps final.

e h pas du maillage dans 2.

e At pas de discrétisation en temps dans [0, T’

e K = K (x) perméabilité, en (m?).

e 1; (i =4, g) viscosité du fluide en Pa.s.

e p; (i = £, g) masse volumique de la phase i, en kg.m 3.
e ¢ porosité totale (sans dimension).

e g accélération de la pesanteur.

e kr; perméabilité relative de la phase .

e g vitesse de Darcy.

e p; (i =/, g) la pression de la phase i, en Pa.

e P pression globale.

e P, pression capillaire

Les opérateurs

o (f)*. (/)" max(f,0), min(f,0).

o ¢| norme euclidienne pour ¢ € R%.

e - produit scalaire entre deux vecteurs de R

Les espaces fonctionnels

e LP(Q) := { f; mesurable sur(2; tel que/ [fIPdx < o0}, 1 <p < 0.
Q

e H(Q) = {u € L*(Q);u’ € L*(Q)}.
e H ={uec H'(Q):u=0surT}
Le plan de cette these se présente comme suit.
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Introduction générale

Les roches réservoirs des gisements contiennent généralement plusieurs fluides immiscibles tels que 1’huile,
I’eau et le gaz. Lors de la mise en exploitation du gisement, il est fréquent qu’un fluide vienne déplacer 1’hy-
drocarbure contenue dans la roche. Par exemple, sous I’effet de la baisse de pression due a 1’exploitation, ou
peut étre en présence d’une migration d’eau depuis les régions extérieures vers le gisement, ou bien d’une
libération du gaz dissous dans les huiles brutes. De plus, les techniques de récupération secondaire ou ter-
tiaires nécessitent souvent I’injection d’un fluide initialement absent du réservoir, qui va permettre de déplacer
I’huile vers les puits de production. Ainsi, les écoulements dans les roches réservoirs sont la plupart du temps
multiphasiques.

Une maniere standard de modéliser ces écoulements, est I’utilisation des équations de conservation de la
masse et la loi de Darcy—Muskat pour chaque phase, ce qui nous donne un systeme d’équations aux dérivées
partielles couplées, non linéaires, et dégénérées de type hyperbolique—parabolique.

L’analyse mathématique des écoulements en milieu poreux est depuis longtemps, largement étudiée, et
la littérature est riche de nombreuses méthodes développées a ce sujet. Dans le cas d’un écoulement dipha-
sique incompressible, les questions d’existence et de régularité des solutions faibles ont été étudiées dans
4, 17, 19, 27, 36, 37, 46, 51, 64, 80, 81]. Les résultats d’existence pour le modele multi-composants ont
été établis dans [35, 50, 65, 67, 78, 77], et les résultats d’existence pour les modeles d’écoulements miscibles
compressibles en milieu poreux ont été traités dans [13, 14, 42, 53]. En revanche, le premier résultat d’exis-
tence pour les modeles d’écoulements diphasiques immiscibles et compressibles n’a été établie que récemment
par les auteurs de [61, 56, 12]. Dans ces travaux, les modeles ont été écrit sous une formulation telle que les
inconnues primaires sont la pression de la phase gaz et la saturation de la phase liquide. La notion de la pression
globale introduite dans [17, 36], est utilisée afin d’obtenir des estimations a priori nécessaires. Un modele plus
général d’écoulement diphasique immiscible et compressible a été étudié dans [56, 61, 62]. Ces résultats ont
été établis sous I’hypothese d’une pression capillaire bornée, et la continuité de la porosité et de la perméabilité
du milieu. Les résultats d’existence d’une solution faible pour la formulation en pression globale associée a un
écoulement diphasique compressible a été introduite dans [5], sous quelques hypotheses réalistes qui sont la
non bornitude de la pression capillaire, et la discontinuité de la porosité et du tenseur de perméabilité absolue.

Les milieux poreux naturels sont hétérogenes, a plusieurs échelles. Il n’ y a pas assez d’outils de modélisation
qui permettent la description de ces hétérogénéités, ni de moyens de calculs efficaces pour simuler tous les
phénomenes physiques intervenants a cette échelle. La théorie de ’homogénéisation permet en partie, de sur-
monter ce probleme, son objectif étant de remplacer les équations a 1’échelle microscopique, par un modele
effectif que I’on résout par un maillage grossier a échelle raisonnable, et qui de plus, nous donne une bonne
approximation du comportement général du modele initial.

De nombreux ouvrages sont consacrés a 1’étude de ’homogénéisation de modeles d’écoulements dipha-
siques immiscibles et compressibles en milieu poreux. On cite par exemple [73] pour une présentation clas-
sique de la théorie de I’homogénéisation, et pour une présentation générale plus avancée de I’homogénéisation
mathématique, on se réfere a [73], et dans [60], on trouve une large collection d’applications de ’homogénéisation
en milieu poreux. Pour d’autres travaux plus récents sur les méthodes d’upscaling, on peut se référer a [48, 52]
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et leurs bibliographies.

Les résultats d’homogénéisation des écoulements diphasiques miscibles et compressibles en milieu poreux
ont été établis dans [13, 43]. En revanche, le premier résultat d’homogénéisation d’écoulements diphasiques
immiscibles et compressible en milieu poreux n’a été établie que récemment par les auteurs de [6]. Dans ce
travail, le modele d’écoulement eau—gaz est considéré, et une formulation en pression globale est utilisée pour
obtenir des estimations a priori, et un résultat de compacité essentiel a la justification rigoureuse du modele
homogénéisé.

Si on regarde le développement de la théorie de I’homogénéisation selon le type du milieu poreux, on note
tout d’abord, qu’il a été observé au cours des années 1960, qu’un écoulement en réservoir fracturé est tres
différent d’un écoulement en réservoir non fracturé. En effet, dans le cas d’un milieu fracturé, 1’écoulement
se comporte comme si le réservoir possede deux structures poreuses : I’une associée aux fractures, et I’autre
associée a la matrice. La majorité de I’écoulement se fait dans le milieu fracturé, tandis que la majeure partie du
fluide se trouve piégée a I’intérieur de la matrice. Le premier résultat, que 1’on trouve dans [27], fut la dérivation
du modele double porosité pour un écoulement diphasique en milieu fracturé, ou les équations effectives du
modele double porosité ont été établies de maniere formelle, par des développements asymptotiques dans le
cas miscible incompressible.

Dans [30], le modele double porosité pour un modele d’écoulement diphasique immiscible et incompres-
sible formulé en fonction de la pression réduite a été rigoureusement justifiée par la méthode d’homogénéisation
périodique. Le méme probleme a été considéré par I’auteur de [82], qui a distingué trois cas, selon le rapport
entre la perméabilité du bloc de matrice, et la perméabilité des fractures : égale a €2, inférieur 4 €2, supérieur
a2 £2, oll £ est un petit parametre qui représente le rapport entre la taille du bloc de matrice et le domaine tout
entier. Cette étude a révélé que, si le rapport entre les perméabilités est £2, il y a un terme source qui apparait,
tandis que si le rapport entre les perméabilités n’est pas 2, il n’ y a pas de terme source. Pour le déplacement
d’un fluide miscible compressible par un autre dans un réservoir naturellement fracturé, le modele double po-
rosité correspondant, a été rigoureusement décrit dans [41], et le cas d’un écoulement tri—phasique a été établi
de maniere formelle, par un développement asymptotique dans [20, 38].



Chapitre 1

Homogénéisation d’un modele diphasique

eau—gaz en milieu poreux

1.1 Introduction

Ce Chapitre présente une synthese des résultats obtenus dans [6]. Il s’agit de I’homogénéisation d’un
écoulement diphasique immiscible compressible eau—gaz dans un milieu poreux. La phase eau est supposée
incompressible, tandis que la phase gaz est compressible. Le modele microscopique qui décrit cet écoulement
est donné dans la section 1.2. Dans la section 1.3, on donne une formulation du modele microscopique en uti-
lisant la pression globale. Les hypotheses sur les données sont formulées dans la section 1.4, et un théoreme
d’existence d’au moins une solution faible du probleme (1.14) est donné dans la section 1.5. puis un résultat
d’homogénéisation est donné dans la section 1.6. Finalement, nous donnons dans la section 1.7, une justifica-
tion du résultat d’homogénéisation par une méthode de convergence a deux—€chelles, et cela en passant par
des estimations a priori essentiellement basées sur 1’égalité d’énergie, des résultats de compacité, et enfin, un
passage a la limite dans formulation faible du probleme en terme de la pression globale et de la saturation.

1.2 Modéele microscopique physique—-mathématique

On considere un réservoir Q C R? (d = 1,2, 3) borné, connexe, lipschitzien, de structure périodique. Plus
précisément, on parametre cette structure périodique par un parametre £ qui représente le rapport entre la taille
de la cellule et toute la région €2, et on suppose que 0 < & < 1 destiné a tendre vers 0. Soit Y = (0,1)¢ Ia
cellule de base microscopique du domaine. Avant de décrire les équations du modele, nous donnons quelques

. . € . x RI
notations. Soit ¢ (z) = & (—) la porosité de 2; K¢ = K (—) le tenseur de perméabilité absolue de €2 ;
€ €
Sy = Sg(w,t), S = Sg(x,t) les saturations de 1’eau et du gaz, resp; pg, = py, (z,1), py = pg (v,1) les
pressions de I’eau et du gaz, resp ; et py,, pg sont les densités de I’eau et du gaz, resp.
L’équation de conservation de la masse est :

0

() 5 (Spu(Py)) + div (pu () 75,) =0 dans O
(1.1)
9
() = (S5pe(5)) + div (pg () 5) =0 dans O,
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ouT > Oestfixé, Qr = Q x (0,7, et (E , E, sont définis par la lois de Darcy- Muskat : (voir par exemple
[24, 36])

krw £
G = — K (@)AalS5) (VDG — pul) ) avee A (S5) = = (55): (1.2)
? 3 N Qe £ £ N £ kﬁg €
G = ~K@N(55) (V5 = ps(05)7) avee X, (55) = 22 (55) (13)
g

avec 7 est le vecteur de gravité, et , (i, g sont les viscosités de ’eau et du gaz, resp. Nous faisons les
hypotheses suivantes sur la densité :
On suppose que la densité de 1’eau est constante, et pour simplifier, on pose

puw(Py) =1, (1.4)
et on suppose que la densité du gaz est une fonction monotone telle que :
Pg(P) = Pmin  POUr P < Pmin,  Pg(P) = Pmax  POUT P = Pmin; (1.5)
Pmin < Pg(P) < Pmax  POUT  Prin < P < Pmax;
ol les constantes Pmin, Pmax €t Pmins Pmax Verifient les conditions :
0 < pmin < Pmax < 00 et 0 < pmin < Pmax < +00. (1.6)

Pour compléter le modele, nous avons besoin de deux équations supplémentaires. La premicre est une
équation pour les saturations :
€ e __ € €
Sw+S,=1 avec S,,5, > 0. 1.7)

La deuxieme est la loi de la pression capillaire :
P.(S%) = pg — P (1.8)

avec P/(S) < 0, VS € [0,1], oit P.(s) note la dérivée de la fonction P, par rapport a la variable S.
Pour simplifier les notations, on note
Se =55 (1.9)

En combinant les équations (1.2), et (1.3), en utilisant la notation (1.9), et en utilisant I’hypothese sur la densité
de la phase eau, on écrit le systeme (2.22) de la maniere suivante :

( @5@)0;5 — div (K*(2)\w (%) (VP5, — 7)) — 0 dans Qp:
0 £) (1 — S¢
) (pg(pgzail )i (K= () 05) (V05— p (1) 9)) =0 damsrs 1
| Pe(5°) = py — b, dans Qr,

ou N
Ag (5%) == Ag (1 = 5°).

Nous allons maintenant spécifier les conditions au bord et les conditions initiales du probleme. On suppose
que le bord 0f2 est constitué de deux parties : I'y et I'; telles que

I'iNTy=0 et oN=T,UTly;
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Les conditions au bord de notre probléme sont :
Se(z,t) = SY(z, 1) et py(z,t) = p;(:v,t) sur 'y x (0,7) (1.11)
q_i? = E.? =0 sur Ty x (0,7) (1.12)

et les conditions initiales sont :

SE(x,0) = S%x) et py(x,0) = pg(:c) sur (1.13)

Remarque 1 . On trouve les conditions sur I'y et les conditions initiales pour la saturation du gaz et la pression
de ’eau a partir de (1.11), (1.13).
Finalement, le modele microscopique d’un écoulement diphasique immiscible et compressible est :

( 0S¢

() =5~ — div (K*(2) (%) (VPG 7)) =0 dans Qr;
9 (pg(ps,)(1 — S&
% () (pg(pwgi D _ aiv (K= (2)Ag(S)pg(p5) (VD — p(pg) 9) =0 dans Qp;
Pe(S%) = pg — pyy dans Qr;
(1.14)

Se(x,t) = S'(z,t) et pg(x,t) = py(x,t) sur 'y x (0,7);

T =¢ T =0 sur Ty x (0,T);
S¢(x,0) = S%(x) et pi(x,0) = p(x) dans €.

\

1.3 Formulation du modéele a I’aide de la pression globale.

Nous allons décrire dans cette section, une formulation pour le modele précédent a 1’aide de la pression
globale, voir par exemple [17, 36]. Les équations sont écrites sous forme de flux fractionnel et introduisent un
systeme couplé faisant intervenir une équation de convection diffusion non linéaire (équation de la saturation),
et une équation parabolique dégénérée, non linéaire (équation en pression globale) comme nous le verrons en
détail dans la section classification a la fin du chapitre. ce qui va nous permettre ici, d’avoir un modele plus
facile a manipuler pour obtenir des estimations a priori des solutions. Il s’agit de chercher une pression P¢ et
le coefficient v (S°) tels que y (S¢) > 0 dans [0, 1] et

Aw (8%) VDG, + Ay (8%) Vpg = v (S°) VP~ (1.15)
On définit la pression globale par :
P =P+ Gy (S%) et pf =P+ Gy(S%), (1.16)

ot les fonctions G, (S¢) et G4(S¢) sont des fonctions que 1’on définira plus tard. On a :

A (59) V5, + Ag(S)VE = A (S°) [V P + VG (S59)] + A (5°) [VPF + VGy(5)]
= A (S9) VPE + Ay (S5) VGl (S%) + Ag (S5) VP + A, (S°) VG, (S°)

= [ (5%) + Ag (ST VP + { Ay (57) VG (57) + Ag (57) VG (57) -



CHAPITRE 1. HOMOGENEISATION D’UN MODELE DIPHASIQUE EAU-GAZ EN MILIEU
POREUX 6

On obtient :
Aw (S%) VS, + Ag (59) sz =\ (S°) VP + {)\g (59) VG, (S%) + Ay (S) VG (S9)},

ou
A(8) = Aw(s) + Ag(s). (1.17)

On choisit alors les fonctions G, et G4 de sorte que
Ag (SF) VG (5%) 4+ Ay (5°) VG, (5°) =0, (1.18)

ou la fonction G4 est définie par :

e\ _ ¥ Aw(s)
G, (5°) _Gg(0)+/0 Pl (1.19)
La fonction G, est définie par :
G (S%) =G4 (5°) — P.(59). (1.20)
De plus, on a par (1.18) que
Ag (5% Ag (5% Aw (S°
VG (57) = - {1, (57) = - LV (59 M )
Alors A (59)
ey _ 79 €
VG, (5%) = NGD VP, (5°). (1.21)

Il est maintenant clair que y (S¢) = A (S°) ; et I’hypothése standard pour A(s) est que A(s) > 0 pour s € [0, 1]
comme nous allons le voir dans la prochaine section. Donc, la relation (1.15) est établie.

Avant d’aller plus loin, nous allons donner une relation entre la pression capillaire et la mobilité. Pour ca,
on définit deux fonctions scalaires A, et A,, par :

\/Ag (SE)G; (S°) = A’g (S%) etV Aw(S9)GL,(S%) = Al (S°). (1.22)
On déduit des relations (1.16), (1.17), (1.18) et (1.22) I’'identité suivante :
Ag (S%) [VEE]? 4 Ay (%) [VPS 2 = A(S%) [VP + [V A, (S%)? + |V AL (S9) 2. (1.23)

On réécrit maintenant le probleme (1.10) en considérant S¢ et P° comme étant les inconnus du probleme. On

obtient alors pour la premiere équation de (1.10) :

05°
ot

D% ()~ — div (K*(2) A (S°) (VP — ¢)) =0  dans Qp
on déduit de la définition de la pression globale (1.16) que :

Vps, = VP + VG, (59)
on I’injecte dans I’équation, et on obtient :

0S¢
ot

D°(2) ——— — div (K°(2) Ay (S°) (VPE + VG, (S°) — ¢)) =0  dans Qp.
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Donc,
() a; ©  div (K5 (@) (s (S7) VP® + A (59) VG (59) — Aw (S5) F)) =0 dans Qp.  (1.24)
Alorson a:
() 865; © div (K5 () (A (S5) VP® + VB (S) — Aw (S5)F)) =0 dans O, (1.25)
" B(s) = /8 a(u)du avec «afs) = Ag(8)Aw(s) |P(s)]. (1.26)
0 A(s) ¢ .

Pour la seconde équation de (1.10) :

9 ((1—5°) py(p}))
ot

On déduit de la définition de la pression globale (2.31) que

®° () — div (K°(2)A(S%)pg(p5) (VPE, — p5d)) =0  dans Q.

Vil = VP + VG,(S7),

on ’injecte dans 1’équation, et on obtient :

06° : € s € e € € €\ ¢
o () 5 div (K (z)p5 (Ag(SE)VPE — Xy (S%) VG (S%) — Ag (S )pé?)) =0 dans Qr,
ou N
PG = pg (P* + Gy(59)) (1.27)
et B
Of = O° (55, P°) = (1-5°) p5. (1.28)
On déduit alors par (1.21) que :
Auw($)VGy(s) = a(s)Vset A\g(s)VGy(s) = —a(s)Vs. (1.29)

La deuxieme équation de (1.10) peut s’écrire :

00°
ot

¢ (z) — div (K°(2)p5 (Ag (S°) VP = VB(S%) — Xy (S%) p5 7)) =0 dans Q7 (1.30)
ou nous avons introduis les notations suivantes :

Pg” = pg (P°+ G4(59)); (1.31)

0 = O:(S°, PF) = (1— ) 75 (1.32)

avec a(u) est définie par (1.26).
On complete le systeme (1.25) et (1.30) par les conditions au bord et les conditions initiales suivantes :

Se(x,t) = S'(x,t) et PS(x,t) = P(x,t) sur 'y x (0,7) (1.33)
G-V =q -7=0 sulyx(0,T) (1.34)

S¢(z,0) = S%(x) et PS(z,0) = P%(x) dans (1.35)
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avec

Pl(z,t) = p; — Gg(Sl) et PO(x,t) = pg - Gg(SO)

En conclusion, le systéme avec lequel nous allons travailler est :

cpf(x)aast © v (K5(2) (g (S°) VPE + VB(SE) — Ay (S5) 7)) = 0 dans Oy
qﬁ(x)ag — div (K°(2)p5 (Ag (S°) VP? — VB (S%) — X\g(S°)pE 7)) = 0 dans Qr;

S¢(z,t) = S(x,t) et PE(x,t) = Pl(x,t) sur 'y x (0,7);

G- V=¢ - 7=0 sulyx(0,T)

[ 5°(2,0) = 8°(x) et P*(x,0) = P°(x) dans Q.

Nous passons maintenant a la classification des équations (1.25) et (1.30).

1.3.1 Classification des équations (1.25)-(1.30) :

1.3.1.1 Classification de I’équation (1.25)
Considérons 1’équation (1.25)

0S¢
ot

&5 (2) 22— div [K5(2)VB(S)] — div [K5(2) (A (S5) VP — Ay (S5)F)] =0  dans Qp

C’est une équation parabolique en S°, plus précisément, une équation de Convection-Diffusion. La diffu-
sion est donnée par
—div [K5(2) VB (57)]

et la convection - transport est donnée par
div [K°(2) (Aw(S%)VP? = Au(5%) 7)) -

Mais on a par I’hypothese (H.6) (voir la section 1.4), que la fonction a s’annule en certains points, et dans ce
cas ou o = 0, I’équation n’est plus parabolique mais hyperbolique d’ordre 1. On conclut alors que 1’équation
(1.25) en S° est une équation parabolique dégénérée.

1.3.1.2 Classification de I’équation (1.30)
Considérons 1’équation (1.30).

00°

O () 5

— div (K°(2)p5 (Ag (S°) VP = VB(S%) = Xy (S9) p5 7)) =0 dans Qp

ou ©°¢ est donnée par (1.28). Il est possible de la réécrire comme suit :

00°
ot

D° () — div (K®(2)p5Ag(S)VP?) — div (K*(z)p5 (VB (S%) — Ag(S%)psg)) =0  surQp
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C’est une équation parabolique en P¢. Mais on a par I’hypothese (H.5) (voir la section 1.4), que la fonction A,
s’annule en S¢ = 1. C’est donc une équation parabolique dégénérée au sens parabolique-hyperbolique d’ordre
1. De plus, dans la dérivée en temps, si on développe formellement, on obtient :

00° - 0 - - 0S¢ - -
5 —(1—S)apg(P + Gy(5°)) — (%pg(P + Gy (59))
Alors
6868_ € € 9 € €\ __ 6858 € €
P 5 =9 (1 S)apg(P + Gy (59))— @ 8tpg(P + Gy (59))

0
et le terme (1 — S°¢) 5P (P® + G4(S°¢)) disparait lorsque S° = 1. On a donc que le terme d’évolution

dégénere. On conclut donc que 1’équation (1.30) en P¢ est une équation parabolique—hyperbolique d’ordre
1 et dégénérée en temps.

1.4 Hypotheses sur les données

L’ étude sera faite sous les hypotheses suivantes :
(H.1) La fonction ® = ®(y) est Y — périodique, & € L>°(Y'), et il existe deux constantes positives ¢; et
¢ telles que

0<o1 <P(y) <pa<1 dans Y.

(H.2) Le tenseur K = K (y) est une fonction Y — périodique, qui appartient & (LOO(Y))dXd; de plus, il
existe deux constantes positives kg et ko, telles que

kol¢)* < (K(9)&,6) < ko l¢*  pour tout & € R dans Y. (1.36)

(H.3) La fonction p, = py(p) donnée par (2.25) est une fonction monotone et C ! dans R.

(H.4) La fonction pression-capillaire s — P.(s) est positive, de classe C' sur [0, 1]. On suppose aussi que
P!(s) < 0sur [0,1].

(H.5) La fonction \,, € C([0, 1]) est telle que 0 < Ay, (s) < 1 pour tout s € [0, 1], et A,(0) = 0.

La fonction A\, € C ([0, 1]) est telle que 0 < Ag(s) < 1 pour tout s € [0, 1], et Ay(1) = 0.

De plus, il existe une constante positive Ly, telle que :

A(s) = Aw(s) + Ag(s) > Lo > 0 pour tout s € [0,1].

(H.6) La fonction o donnée par (1.26) est continue sur [0, 1]. De plus, a(0) = (1) = 0 et a > 0 sur |0, 1].

(H.7) La fonction 8!, fonction inverse de 3 définie dans (1.26) est une fonction Holderienne d’ordre 6
avec 6 € [0, 1) sur I'intervalle [0, 5(1)]. C’est a dire qu’il existe une constante positive Cjg telle que pour tout
s1, s2 € [0, 5(1)], I'inégalité suivante est satisfaite :

1871 (s1) — B (s2)| < Ci |31 — s2|”. (1.37)

(H.8) Les données initiales en saturation,i.e., SV, S! satisfont a la condition 0 < S9, S < 1, et la donnée
initiale de la pression est telle que pg € L?(9).
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1.5 Formulation faible du probleme (1.25)-(1.35)

1.5.1 Définition d’une solution faible au probleme (1.25)- (1.35)

Afin de définir une solution faible du systeme (1.25) et (1.35), nous allons introduire I’espace de Sobolev

suivant :
Hi () ={ue H(Q):u=0surT;}.

Lespace H}\ (€2) est un espace de Hilbert pour la norme HuHH% @ = IVl \(LQ(Q))d .
1

Définition 1.5.1 On dit que le couple (S°, P?) est solution faible du probléeme (1.25)-(1.35) si les conditions
suivantes sont satisfaites :
(i) 0 < 5° < 1p.p. dans Qrp.
(ii) P — Pl ¢ L? (O,T; H%I(Q)) :
(iii) Les conditions aux limites (1.33)-(1.34) sont satisfaites.
(iv) Pour tout ¢, ¢4 € C* ([0, 1]; H%l(Q))) telle que @, = g = 0surl’'1 x(0,T) et i, (T') = g(T) =0
ona:

—/ CIDE(a:)SEa(pwdxdx—i—/ % (2)S%(2) ¢y (0, x)da (1.38)
Qr ot Q

—|—/ K&(2) Ay (S°) VP -Voudzdt+ [ K (x)VA(S?)-Voudrdt— [ K°(2)Ay (S°) 7 -Voudzdt = 0
Q Qp Qr

et

—/ cps(x)efaa‘?dtdx +/ °(2)(1 — 5% py (P° + Gy (SY)) ¢4(0,2)dz (1.39)
Qp Q

+ [ K (x)A(5%)p-Vipgdadt— / K*(2)psVB(S)-Vgdadt— | K (x)Ag (5%) [pF] 27 Vydt =0
Qr Qp Qr
ou p:e] est définie par (1.27).
Si® e Wh>e(Y)etK € (WLOO(Y))dXd, alors par [61], si les hypotheéses (H.1)-(H.8) sont satisfaites, le
probleme (1.25)-(1.35) admet au moins une solution faible.

Le résultat d’existence reste vrai dans I’hypothése out @ € L>¥(Y) et K € (L>®(Y))?*?. Pour le voir, on
peut combiner la preuve qu’il y’ a dans [61] avec le résultat de compacité que 1’on donnera un peu plus loin.

1.6 Résultat d’homogénéisation

Nous étudions la convergence du modele microscopique d’un écoulement eau—gaz dans le réservoir poreux
Q quand € — 0. Le modele homogénéisé est :

(D) % — div, (K* (Awl(S) VP +VB(S9)) 4 Fu(S, P)) =0 dans Qr;

(1.40)
(®) % (1=25)0f) — div, (ng* (Ag(S) VP — VB(S)) + Fy(S, p)> — 0 dans Qp.



CHAPITRE 1. HOMOGENEISATION D’UN MODELE DIPHASIQUE EAU-GAZ EN MILIEU
11 POREUX

Ici, (-) note la valeur moyenne de la fonction correspondante sur la cellule Y ; K* est le tenseur homogénéisé,

avec les K, 1 < ¢,j < p, définis par :

K & | K@) 96+ (9,6 + &) do, (141

ou la fonction §; est une solution Y —périodique du probleme local suivant :

—divy <K(y) (Vy&5 + @]) =0 dansY;

(1.42)
y+—&i(y) Y-périodique
ol €; est la j—€me composante du vecteur unité ; la fonction gf est donnée par :
H def
Qg = Qg (P + Gg(S))S (1.43)
Les fonctions F,, = F,,(S, P),F, = F (S, P) dans I’équation (1.40) sont données par :
Fu (S, P) E Nl S)(K Vyfy) + (K V,fs) = Mu(S)(K 9); (144)
def 2 _,
Fy(S, P) = A\g(S) o) (K Vyfs) — ol (K Vyfs) — () [0'] (K §), (1.45)
ou les fonctions f, = f,(y, S, P),fs = fs(y, S, P) sont les solutions des équations suivantes :
div, (K () V,f,) = 2ot T % X(5) (K(y)) dans Qp x Y;
Yy AW Vel = A(S) YW CRO (1.46)
y — f,(y, S, P) Y-périodique;
et
. Mn(S)2y (S) . }
div, (K (y) V,fs) = _TS;] (gf — 1) divy (K (y)g) dans Qp x Y; (1.47)
y — fs(y, S, P) Y-périodique.
Le systeme (1.40)—(1.47) est complété par les conditions au bord et les conditions initiales suivantes :
S(x,t) = S*(x,t) et P(zx,t) = P(x,t) sur Ty x (0,T); (1.48)
Go T=q, 7=0 surTyx(0,7T), (1.49)
avec
Gw = K" (Au(S) VP + VB(S5)) + Fu (S, P); (1.50)
— * F
gy = K* (\(S) VP — VB(S)) + Q—g(s, P). (1.51)
g
S(z,0) = S%z) et P(x,0) = P%(z) dans Q. (1.52)

Définissons la notion de convergence a deux échelles.
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Définition 1.6.1 Une fonction, o € L?(Q; C’i(Y)), qui est Y — périodique en y et qui satisfait

2
lim ‘gp (x,it)’ dxdt :/ o (z,y, 1) dydadt,
T € QrxY

e—0 Q

est dite fonction test admissible.
Ici, L? (QT; Ci(Y)) est 'espace des fonctions ¢ = ¢ (z,y,t) périodiques, et deux fois continiiment

différentiables par rapport a y pour presque tout (z,t) € Qp, pour la norme

H(Z)HL2(QT 02 )) = A |’¢(l’,,t>|’%2(y) dxdt.
T

Définition 1.6.2 Une suite de fonctions v° € L?*(Qr) converge a deux échelles vers v € L* (Qp x Y) si et

seulement si, pour toute fonction test admissible p(z,y,t),

lim v (z, ) (x, E,t) dxt = / v(z,y,t)e(x,y, t)dedydt.
e—0 Qr t QrxY

2

Cette convergence est notée par v°(x,t) =X v(x,y,t).

Le résultat essentiel de ce chapitre, est le suivant :

Théoreme 1.6.3 Supposons que les hypothéses (H.1)—(H.8) sont satisfaites et soit la paire de fonctions (P, S¢)

une solution faible du probleme (1.25)—(1.30). Alors, il existe une sous—suite (notée par ) telle que

S¢(x,t) — S(z,t) fortement dans LI(Qr) V1 < ¢ < +00; (1.53)
PE(z,t) — P(x,t) faiblement dans L?(0,T; H*(Q)); (1.54)
VP (z, t) VP(x,t)+ Vywp(z,t,y); (1.55)

B (S%) — B(S) fortement dans L? (27) V1 < ¢ < +o0; (1.56)
VB (z,t) 2 VB(x,t) + Vyws(z, t, ), (1.57)

out la fonction (3¢ est définie par (1.26) ;
(1 —5%) 0y (P + Gy (S%) = (1 —S) g4 (P + Gy(S)) fortement dans L* (Qr), (1.58)
ot wy, ws € L? (QT; H# (Y)) sont données par

d aP d )
7j=1

J=1

et (P, S) est une solution faible de (1.40)—(1.52).
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1.7 Preuve du Théoreme 1.6.3 par une méthode de convergence a deux—échelles

Les grandes lignes de la preuve du Théoreme 1.6.3 sont : on commence par obtenir des estimations uni-
formes, puis on établie des résultats de compacité pour les suites {S°}_ et {@;}E, et finalement, on passe a la
limite dans (1.38)—(1.39) quand € — 0.

1.7.1 Estimations a priori.

Nous allons, dans cette €étape, établir les estimations a priori pour les solutions S° et P® du probleme
(1.25)-(1.35). Pour simplifier, on suppose que p, p; = 0 sur 'y x (0, 7).

1.7.1.1 Egalité d’énergie

Pour obtenir une égalité d’énergie pour la solution faible du probleme (1.10), on introduit les fonctions :

a_pfydé“:a E:pgi
Rw (pw) _/0 pw(g) pw et Rg(pg) /0 pg(é—) (159)

On a de plus
1 _~ ~
VR () =V, et VR () = ==V, avee )" = py (5]) (1.60)
g

En multipliant la premiere équation de (1.10) par pS,, puis on integre sur €2 et on obtient :

c 855 e . £ £ £ £ —
/Q () — (&, 1)y (v, t)da — /Q div (K (z) Ay (S) (VPE, — 9)) p5,dz = 0.

Ce qui implique que

[ @)% oo+ [ 9 K@) (V5 D] da o

On obtient alors

/ <I>5(:17)888: (2, )5, (2, )+ / K () A (S VS, - Vs da— / K& () (S9) T -Vph,dz = 0. (1.61)
Q Q Q

On multiplie maintenant la deuxieme équation de (1.10) par R, (p;), puis on integre sur {2 et on obtient :

o Qe 5
[ o2 O ) ey an [ e (50, (5904 (05) (995 - 05 )) R (35) =0
Q Q

ce qui implique que

o((1—5° ;
e MO e+ [ 5000 () 98, 1) b

= [ K@ (5704 (05) 75 - VR () do = 0.
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et par la relation (1.60), on conclut que :

J e >§ (05 7] Ry 15) do + [ K50 (59 975 2 Ve

. (1.62)
/K8 N] ?-prgdajzo.
Py
Puis, on fait la somme de (1.61) et (1.62) et on obtient :
/qf( 125 (2, 05, (o t)dac—l—/ () 2 [(1 - 5%) 5] Ry(p)da
8t pw ’ o 8t pg g pg
/KE w(SE)VE, - prder/KE )Ag(S%)p5 VDS - ﬁVpde (1.63)
g
—/ Kg(x))\w(Sg)? - Vpi,dz — / Ke(x)\g(59) [/3;]2 7= Vpgdx =0.
Q Q P
Nous allons maintenant arranger les deux premiers termes de (1.63). On a
05° 0 ops,
D = 5 (S - ST (1.64)
0 9 Ipg
57 (=5 5] Bo(p) = o [(1 = 89)p5 Re(p5)] — (1 — 57) — 7. (1.65)
On a par la définition de la pression capillaire (1.8) que
Eapw € 8 9 a [N € £ €
S 5t (1—5)8t a{Sper(l—S)pg+F(s)} (1.66)
ou
F(s) = [ Po)ag
En effet, on a
op5, opg op5, 0 8S8 dp; 0S¢
S w Q¢ € w e € 9 €
S T4 S)at ot TaPs T e P g T s
_ g [SINRS 855 g g € 058 £
R e e R v |
0 e 6 . 855 855
a E 8 8 15 E 8 13

{55 + (1= S)pg + F (S}
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On déduit a partir des relations (1.64) et (1.65), que :
855 0 - 0 e . - Op5,
or ot g Pa (1= S By (pg) = 5, [9°%0] = 57
0 . ey 9P
+ o [0 = 59 B Ry )] — (1 - 5°) 5
9 € pE 0 €\ & 5 Eapw 5 ap€
= S ISEPE)+ o [(1- 89 Ry ()] — |52 + (1 89 22|
Puis, en utilisant la relation (1.66), on peut écrire que :
855 0. . 0 e 0 .
pn +§[pg(1—5)]R () = 5 5P+ 5 (1= 5%) psRy (15)] (1.67)
— o (5T (1= 5955 + F(5°)
9 € 6 0 € g €,.E
= 5 157Pul + o, [(1= 5% Ry ()] — - [S°PL)]
a € 6 €
— o[- 8] - S F (59)
9 €\ & 5 € 3 €
:a[(l—S)pgRg(pg)—(l—S)P - F(59)].
On obtient alors 95 5 ace
o P+ 57 (1= S7)pg] Re(pg) = - (1.68)
ou
(5= (1— 5 py (5) Ry () — (1 — S°)p5 — F(S°)  avec F(s / P (1.69)

On a le lemme suivant :

Lemme 1.7.1 La fonction (¢ satisfait la condition suivante

¢ > P (1 -0 ’”) . (1.70)
Pmax
Avec ces nouveaux éléments, nous somme en mesure de réécrire le probleme (1.63) de la maniere suivante :
6@
/ da:—i—/ {KE w (5%) Vg, - Vi, + K*(x)\g (Se)Vp§~VPgE}dx
/ (K@) 0 (5) T - V5, + K5(x)Ag (59) 7 - Vi } dz = 0 (1.71)

puis, en intégrant (1.71) sur I’intervalle (0, ¢) avec t € (0,7"), on trouve :

3 tage € 3 (3 (3 € 3 (3 £
/be (z) (/0 5 dt> dz + /Qt {K=(2) A\ (S°) VDG, - Vi, + K= (2)Ag (S°) V5, - Vi } dadr

— /Q {K* ()M (57) 7 Ve, + Ks(x)/\g(SE)ﬁz? - Vp§ } dzdt = 0,

ou 2y = Q x [0,¢]. Ce qui veut dire que :
/ ()" + | {K°(z) o (S°) VD5, - VG, + K°(2) A (5°) Vpj - Vp } dedr
“ o (1.72)
= [ AR @ASVT - VH + Ko (5957 - V) dadr = [ #%(0)da,
Q4 Q
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ou

0 0 0 0 0Y .0 0
¢ = (1=5°) py (pg) By (pg) = (1= 57) g = F(57) - (1.73)
Maintenant, on fait une estimation pour chaque terme de (1.72).
e Commencons par le terme
/ O () ("dx.
Q

On sait par I’hypothese (H.1) qu’il existe deux constantes positives ¢ et ¢ telles que
0< P <P(y) <ga<1l, pp.yey

et on a par le relation (1.70) que

CE 2 _Pmax (1 - pmin) .

Pmax

/ O°(2)("dr > — Phax (1 - pmin) / O°(z)dx.
Q Pmax / JQ

Alors,

On a par I’hypothese (H.1),

/ &°(2)C5dz > — mes ()6 Paa <1 - pmi“) . (1.74)
Q

Pmax
e Regardons maintenant le terme :
i {K®(2) A\ (5°) VD5, - Vi, + K*(2)Ag(S°) VD5 - Vi } dadr.
t
Pour obtenir I’estimation de ce dernier, on utilise I’hypotheése (H.2), et I’inégalité de Cauchy. On a :
K&(x) Ay (S°) Vi, - VoS, dadr > ko [ A (S7) |VpE | dadr,
Qt Qt

et

K=(x)Ag () Vpj - Vppdadr > ko/ Ag (59) |Vp§|2 dzdr.
Qt Qi

On obtient alors par I’inégalité de Cauchy que

/Q t {K=(2)\w (%) VD5, - VD5, + K= (2)Ag (S%) V5, - Vi } dadr
/ {K=(2)\w (S%)F - V5, + K5 (2)Ag(S%) G - pg (v5) V5 } dadr (1.75)

+/ (S°) |Vps, |2 dde—i-/ (5°) |Vpg|* dadr.

/Q @ (x)¢ da.

Il ne nous reste plus qu’a estimer le terme
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On sait par I’hypothese (H.1) que 0 < ¢1 < ®(y) < ¢2 < 1, et puisque S° et P° sont solutions faibles du
probléme, alors on a par le point (i) que 0 < S°, S' < 1, de plus, on a par hypothése que p) € L*(2). On
conclut alors qu’il existe une constante C' telle que :

/ ®°(2)¢%dz| < C. (1.76)
Q
Finalement, les relations (1.72), (1.74), (1.75) et (1.76) impliquent que
/ A (5°) yvp;dexdT+/ Ay (5°) |V dadr < C. (1.77)
QT T
On a alors
/ Aw (5°) |VpE, |2 dzdt +/ Ag(5) | V5 |* dadr < C.
QT QT
Ona:

Mg (S%) | V5|7 + s (8°) V5, 1° = A (S°) [VPE? + |V A, (85 + [V A, (59,
ce qui implique que :
/ A (8%) VP2 dadr +/ VA, (S%)[* dzdr +/ VA, (%) dzdr < C
Qp Qp Qp

et par les définitions de A, et A, ona:
VA (59 = A (57) [VGL (S%)7 et [V A, (5°)]F = Ay (5%) [V Gy (577
On obtient

/ /\(SE)\VPE]Qda:dtJr/ Aw(S€)|VGw(SE)\2d:cdt+/ M (5%) VG, (S9)| dadt < C (1.78)
Qr

QT QT

de plus, on a par I’hypothese (H.5) qu’il existe une constante Ly > 0 telle que A (S¢) > Lo > 0 ce qui implique
que :

LD/ VP dzdt < / A (S%) |V P dzdt.
Qr Qr
Finalement, on a I’estimation suivante de V P¢ :

/ VP dadt < C. (1.79)
Qr

Nous allons maintenant obtenir une estimation pour la fonction |V (S¢)|. Par la condition (H.5), (2.66) et
(1.78),0ona:

/ o? (S°) VS J? dxdt:/ A2 (S%) VG, (59)? dxdtg/ A (5%) |V Gy (S9)? dzdt < C.
Qp Qr Qp

Alors,on a :

/ a?(S%) |V SE? da dt :/ VB (S%)? dedt < C. (1.80)
QT QT
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1.8 Résultats de compacité pour les suites {5 }.-o, {O°}.~0.

On commence cette section par le lemme de compacité suivant :

Lemme 1.8.1 Soit la fonction ® = ®(y) une fonction Y — périodique, ® € L>*(Y), et il existe deux constantes
positives ¢y et ¢ telles que :

O<¢1§<I>(y)§¢)2<1 dans'Y

et soit {v:} .~ une famille de fonctions qui satisfait les propriétés suivantes :

1- La fonction v, est uniformément bornée dans l’espace L (1), i.e.,
0<wv. <C. (1.81)
2- 1l existe une fonction w telle que w(§) — 0 quand & — 0, et telle que I’inégalité suivante est satisfaite :
/Q (0. (2 + Az, 7) — vo(z, 7) 2 dadr < C (|Az]) (1.82)
T
3- La fonction v, est telle que :

<C. (1.83)

H g (@57}6)
ot L2(0.T;H-1(2)

Alors, la famille {v=}_ forme un ensemble compact dans L* (7).

Compacité de S°.

Pour I’étude de la compacité de S¢, nous allons appliquer directement le Lemme 1.8.1.
1. Prouver que S¢ est uniformément bornée dans L>° (7).
On a par hypothése que 0 < S° < 1, ce qui veut dire que S est uniformément bornée dans L> (7).
D’ou le point 1.
2. Prouver qu’il existe une fonction w telle que w(§) — 0 quand £ — 0 et ’égalité suivante est
satisfaite

/ |S% (x4 Az, t) — S%(x,t)|* dedt < Cow (|Az])
Qp

Siz+ Az ¢ €, alors on pose S(x + Az,t) =0.0Ona:
/ 5% (2 + A, £) — S (2, 1) ddt = / 8718 (s° (X + Az, £))] — B~ [8(S°(a, )] dadt.
QT QT

Par (H.7), la fonction 5~ est § Holderienne. Alors, on a :

/ Ex (x+Ax,t)—56(x,t)|2dxdtg/ 1B(S° (z + Az, 1)) — B(S%(x, 1)) dadt
Qr Qr

< C\Ax]%/ V8 (5% dadt < C |Aaf?.

Qp

3. Prouver que la fonction S° est telle que
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<C.

H (0°5°)
L2(0,T5H~1(2)

11 s’agit de I’estimation de la dérivée en temps de S¢. Considérons I’équation (1.25)

05°
ot
En multipliant I’équation (1.84) par ¢,, € D(€)r), et en intégrant par parties, on obtient :

2 div (K°(x) (A (S°) VP* + a(S)VSE = A, (85)F)) =0 surQp.  (1.84)

—/ o (x)S° 8('Dwd dt = K*®(x) Ay (S%) VP - Vi, dzdt + K®(x)Vp® - Vypydrdx
QT a QT QT
— | K%(2)\o (S°) 7 - Vpdadt
Qr
(1.85)
On déduit par I’inégalité de Cauchy, I’hypothese (H.5) que
0P
/Q ®(2)5" 2~ dﬂfdt‘ <C ( +IVPl L2 + HV5€||L2(QT)> IVeuwll 2 - (1.86)
T

On sait que [|[V3°||2(q,) < C, et on a par I'estimation (1.79) que ||V P?[| 1>,y < C; ce qui implique que

<C (1.87)

H (0°5°)
L2(0,T;H ()

d’ou le point 3.
On conclut par le lemme de compacité, que la famille {S°}__ est compacte dans L2(Q7).

En conséquence de la bornitude uniforme de {S°},. , dans L, on a le corollaire suivant :

Corollaire 1.8.1 La famille {S°}_. , est un ensemble compact dans I’espace L9 (1) pour tout q € [1,+00).

Compacité de ©°.

On rappelle que :
O = 7 (5%, P%) = (1 - 5) p, (P + Gy (57))

six + Az ¢ Q, on pose ©° (x + Az, t) = 0.
1- Prouver que ©F est uniformément bornée dans L> (7).
On déduit de la définition de p, donnée par (2.25) que

Oﬁ@eﬁpmax<+00

d’ou le point 1.
2- Prouver qu’il existe une fonction w telle que w(§{) — 0 quand & — 0 et ’égalité suivante est
satisfaite

/ 10° (3 + Az, 1) — O (&, )2 dzdt < C (|Aa]).
Qr

On note
Ji+ Jy =
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{(1 — S%) (z + Az, t) pg (P (z + Az, t)) + G (S° (x + Az, t)) — (1 = S)° (z,t)pg (P° (z + Az, t)) + G(x,t)

+ [(1 — S%(x,t)) pg(P(x + Az, t) + G(x,t)) + (1 = S°) (x)pg (P°(,t)) + G(x,1)].

Apres quelques calculs, on obtient le point 2.
3. Prouver que la fonction ©° est telle que

<C.

L2(0,T;H-1()
On proceéde de la méme maniere que 1’on a suivi pour montrer (1.87).

a et
|5 @00

1.9 Passage a la limite dans (1.38)-(1.39)

Dans cette section, nous allons utiliser les estimations a priori de la section précédente, pour obtenir deux
résultats de compacité, puis, nous passerons a la limite dans les équations du systeme (1.38)-(1.39).

Suite de la preuve du Théoreme 1.6.3

1. On a par le Corollaire (1.8.1) que la famille {S°}__, est un ensemble compact de L*(Qr), d’ou la
convergence forte de {5°}_ dans cet espace. La limite de cette suite est notée par S.
2. Cette convergence est une conséquence de (1.79).

3. Puisque {P¢} (resp. {VP¢}) est une suite bornée dans L?(27) (resp. dans [LQ(QT)]d), alors elle
converge a deux échelles vers une limite Py(¢, z,y) € L? (Qp x Y) (resp. xo(t, z,y) € [L* (Qr X Y)]d).

d
Donc, pour tout ¢ (t, x,y) € D [QT; C;EO(Y)} , et pour tout ¥ (¢, x,y) € D [QT; C;O(Y)} ,ona:

lim. 0 [, P° (x,t, g) Y(x, t)dzdt =/Q /YPo(t,x,y)w(x,t,y)dwdydt;
T

(1.88)
lim._sg fQT \s <x, t, %) - U(z, t)dzdt = fQT [y xo(z, t,y) - O(z,t,y)dzedydt.
On a par intégration par parties que :
e[ VP (x,t) (at, g)d:c —— | Pz [divy v (a;,t, g) +ediv, U (x,t, g)} dadt.

QT QT
Alors, en passant a la limite dans 1’équation (2.91), on obtient :

0= —/ / Po(z,t,y)div, ¥(z,t,y)dtdzdy
QrJY

ce qui signifie que Py(x,t,y) ne dépend pas de y. On en déduit que P converge a deux échelles vers P.
Maintenant, dans la relation (2.91), on choisit une fonction ¥ telle que div, ¥ (¢, z,y) = 0. On obtient donc
par I'intégration par parties que :

limg_m/ P (z,t)div, ¥ (x,t, E) dedt = —/ / xo(z,t,y) - U(t, z,y)dedtdy
Qr € QrJy

:/ /P(x,t,y)-divx U(z,t,y)dtdedy
Qr JY
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d
Donc, pour toute fonction ¥ € D {QT; C;f(Y)} , avec div, ¥(z,t,y) =0,0na

/ / xo(z, t,y) - VyP(z,t)] - U(z,t,y)dedydt = 0 (1.89)
Qr JY

on rappelle que I’orthogonale des fonctions a divergence nulle est exactement leurs gradients. On en déduit
donc qu’il existe une fonction unique wy(t, z,y) € L? [Qp; H'(Y)/R] telle que

XO(‘T’ ta y) = VP('T’ t) + vywp(xv t7 y)
4. Prouver que

Bf—p fortement dans L4 ({2p) pour tout 1 < ¢ < +o00.

Puisque la fonction /3 est continue, et que par (1.53) la fonction S° converge fortement vers S(z,t) dans
L%(Q7), on en déduit que 35 — 3 fortement dans L(Q)p).
5. Prouver que

VB (z,t) 2 VB(x,t) + Vyws(t, z,y).

On prouve ce point exactement de la méme maniere que le point 3.
6. Prouver que

0°F — (1— S)pAgﬁ fortement dans L?(Q7).

On a pour tout v € L>(r)

> 0.

( (1 —=5%) pg (P°+ Gg(5°)) — (1 = 5°) pg(v + G4(5%)), P° — v))L2(QT) -

On note par O~ la limite de {©°}. En passant a la limite, quand £ — 0, dans la derni¢re inégalité, on obtient :
( (@ — (1 =8)pg(v+ GQ(S))) , (P — v))LQ(QT) > 0.
En choisissant v = P + dvy tel que d tend vers 0, on obtient :
(© = (1= 8)pg(P + Gy(S)),v1) r2(00) = 0

pour tout v; € L?(27). Dot la relation (1.58).

1.9.1 Passage a la limite dans (1.38)

On a prouvé que P¢(x,t) converge a deux-échelles vers P(x,t) dans L?(27) et que V P?(z,t) converge a
deux-échelles vers VP(z,t) + V,w,(x,t,y). On en déduit que le comportement de ¢ approche le comporte-
ment de P(x,t) + cwp(z,t,y).

On définit une fonction qui a le méme comportement que S€(x, t) par :

Pw (a:, g,t) = o(z,t) +&C (x,t, %) = @(x,t) +eCi(z,t)Co (g) , (1.90)

ot € D(Qr),(1 € D(Qr) et (2 € CZ(Y), et on injecte cette fonction test dans 1’équation (1.38). On obtient

alors : 5 o
_ (g |92 :
/QT o°(z)S [Ot +e a1 } dxdt (1.91)
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b K@) [D(ST)VP 4+ VB — Au(S5) G} - [V + eVal® + V5] dadt = 0
Qr

Puis, en passant a la limite a deux-échelles quand € — 0, on obtient :

—/ O(y)S(x, t)a—dydmdt (1.92)
QTXY at

+/Q v K(y) {\w(S) [VP + Vywy| + [VB + Vywg] — Ao(S) T} [V + (1Vy(o]dydxdt =0

1.9.2 Passage a la limite dans (1.39) :

On définit la fonction test

q(, E,t) = p(z,t) + &C (:c, g,t) = p(z,t) + eCi(z,t) (o (g) (1.93)

3

ot o € D(Qr),(1 € D(Qr)etls € C;f(Y), on injecte ¢, dans (1.39), et on obtient :

c p 0¢
_/QT@(:E)@ [8t+ = ]d dt

+ [ K5(2)p5 {Ng(ST)VPE — VB — pEAg(S7) T } - [V + V(" + Vy(*] dadt = 0. (1.94)
Qp

Puis, en passant a la limite a deux-échelles dans (1.94),et en utilisant le fait que la relation (1.58) implique que
PiAg(S%) — pa A4(S), on obtient :

~ Jy
—/ (y)(1 - S)pkt 8gdydxdt
QTXY

+/Q y K(y)pl {Ag(S) [VP + Vyuwy] — [VB + Vyws] — Ag(S)pl } [V + 1 VyG] dydadt = 0

(1.95)
1.9.3 Equations de w, et w,
Considérons, en premier, I’équation (1.92). En choisissant ¢ = 0 on obtient :
| B TP+ Vyw] - Ty dy+ [ K(w) (76 + Ty - 9o di-
/ K(y S)g-VyGe dy = 0. (1.96)

Par cette équation, on trouve :

- / divy (K (4)Mo(S) V) Co dy — / div, (K (y)V,yws) Gz dy
Y Y

— [ i, (K@ASTP) 2 dy+ [ div, (K)VE) G dy— [ divy (KA (S)9) e d.
Y Y Y
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L’équation suivante, est la premiere équation du probleme local :
div, (K (y)Aw(S)Vyw,) + div, (K (y)Vyws) = FS, (1.97)
ou Fg ne dépend pas de w),, w, et elle est donnée par :
FG S —divy (K()M(S)VP + K@)V~ Km)Au(9)3). (1.98)
Considérons maintenant, I’équation (1.95). En choisissant ¢ = 0, on a :
/ K(y) Ay (S) 0y (P + Gy (S)) [VP + Vywy] - VCo dy— (1.99)
Y

_/YK(y) Qg (P+G9(S)) [V/B+VyWS] -VyG dy—/YK(y))‘g(S) [Qg(P"‘Gg(S))}Qg‘vyCQ dy = 0.

On trouve par cette équation :

- [ aw, (K(w A(S) 0g(P 4+ G(8)) [VP + V) >C2 dy+

+ /Y divy <K(y) 0g (P + Gy4(S)) [VB + Vyws] >C2 dy+

[ v, (K () oo+ (87 ) o dy =

Alors

— /Y divy (K(y) Ag(S) vaywp) G dy + /Ydivy (K(y) Qf Vyws> Co dy =

= / div, (K(y) Ag(S) off VyP> Co dy — / div, (K (y) off Vy6> G dy—
Y Y

_/Ydjvy (K(y) Ay (S) [95]25) (o dy,

def
ol = 0g(P + Gy(9)).

Ce qui nous donne :

—divy (K(y)A\g(S) 0l Vywp) + divy (K(y) o) Vyws) =

= divy (K(y)A(8) 0ff VP) = div, (K (y) ol a(5)VS) — div, (K(y)y(S) [f)?

On réecrit cette équation de la maniere suivante :

divy (K (y)A(S) 01V yw,) — divy, (K(y) off

ou Fg ne dépend pas de w,, w, et, elle est donnée par :

def

9 Vyws) = Fg,

FO X _div, (K(y))\g(s) 0y VP — K(y) o) VB — K(y)A\g(S) [Qf]2§> :

Les équations (1.97) et (1.102) donnent le systeéme d’équations suivant :

divy (K (y)Aw(S)Vywp) + divy (K(y)Vyws) = F{  dans Qp x Y;

divy (K(y)Ag(S) 0l Vyw,) — divy, (K (y) ol

g

Vyws) = Fg dans Q7 x Y,

g

H>_

(1.100)

(1.101)

(1.102)

(1.103)

(1.104)
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Maintenant, on découple le systeme (1.104). Pour cela, on introduit la notation :
X =divy (K(y)Vywy) et Y =divy, (K(y)Vyws).
Alors, on a par (1.104) :

(1.105)

Ag(S) ol X — 0B Y = FY.
Les déterminants de (1.105) sont donnés par :
Aw(S) 1

)‘Q(S)Qg[ —Qf

= — (Mu(S)eg +Ag(S)ey) = —e5' M) # 0; (1.106)

FC 1

Ax = =— (o) FS +FY); (1.107)

C H
Fg —Yy

= M (S)FS — Xg(S)ol FS. (1.108)

Ao(S)  FS
)\g(S)gf F?

Calculons Ax, Ay explicitement. On a :
Ax = — () Fyy + Fg) = - <—gf;’ divy (K (¥) A (S)VP + K (y) V5 — K(y)Aw(Sw) -

—divy (K(y)A(S) ofl VP = K(y) ol V5 — K(y)\y(S) [of!]*F)) =
= (elfdiv, (KGIASITP + K()VE - K()Au()7 )+
tdiv, (KW)A(S) o VP = K(y) o/ VB — K(y)e(S) [ef/]°7) ) =
— o A(S) divy (K(y)VP) — (g;" () + [0F]? )\g(S)) div, (K (y)3). (1.109)
Ay = M (S)FS — Xg(S) ol F =
— —Au(8)divy (K(u)Ag(S) 0 VP~ K(y) ol VB ~ K(n)\y(S) [0f]" ) +
A (S)ell div, (K)M(SIVP + K()V5 ~ K(p)a(S)7) =

= ol \(9) div, (K (y)VB) + (Aw(S)Ag(S) [of']’

Alors, il vient de (1.106), (1.107) que

— X(S)Ag(S)el ) divy (K(y)9).  (1110)

H
i ;r(ég 2l2) divy (K (y)g)- (1.111)

_ Ax

X=73

= —divy (K (y)VP) +

De la méme maniere que pour (1.106), (1.108) on a :

_ A7Y _ /\w(S)AQ(S)

Y A= —div, (K(y)VB) NS (off = 1) divy (K()3)- (1.112)
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Donc, par (1.104) et (1.111), (1.112) on trouve finalement deux équations pour les fonctions wy,, wy :

divy (K(y) (VP + Vywp)> _ M) ;r(g‘; Aa() div, (K (y)g) dans Qp x Y; (1.113)
div, (K (75 V) ) = =210 Gl ) i, () dans @ xve (g

Les équations (1.113), (1.114) représentent les fonctions w,,, w, de la maniere suivante :

d
opP
Wp:ZQ“j(y)%(a:,t) f, et w,= ij + fs, (1.115)
j=1 !
ou la fonction §; est une solution Y —périodique de

—divy <K(y) (Vy&5 + %]) =0 dansY;
(1.116)

y+—&(y) Y-périodique

avec €; la j—eme composante du vecteur unité. Les fonctions f, = f,(y, S, P),fs = fs(y, S, P) sont alors les
solutions des équations suivantes :

Aw(S) + Q{I;{)‘Q(S>

divy (K(y) V,fp) = div, (K(y)g) dans Qp x Y;

A(S) (1.117)
y > fp(y, S, P) Y-périodique;
et
i Aw(S)Ag(S) . .
divy (K(y) Vyfs) = —Ts)g (Qf — 1) divy (K(y)g) dans Qp x Y; A1)

y — fs(y, S, P) Y-périodique.

Equations homogénéisées (équations pour les fonctions S, P). Considérons, en premier, I’équation (1.92).
En choisissant (3 = 0, on obtient :

/ / Sz, 1) 22 dydxdt—i—/ /K(y))\w(S) [VP + Vyw,] - Vo dyde di+
Qp

+/ /K(y) VB + Vyw,] - Vo dyd:ndt—/ /K S)g -V dydrdt=0. (1.119)
QrJy

La relation (1.119) nous donne I’équation homogénéisée suivante :

(®) %j _ div, {/\w(S) /Y K(y) [VP + V,w,) dy} -

—div, {/Y K(y) [VB + Vyw] dy} + div, {)\w(S)/YK(y) ﬁdy} =0, (1.120)

ou (-) note la valeur moyenne des fonctions correspondantes, sur la cellule Y.
Réarrangeons le deuxieme et le troisieme terme de (1.120). Pour cela, on utilise le tenseur homogénéisé

K*, ou les KZ*j 1 < 4,75 < d sont définis par :

K*, def/ K(y) [Vy& + &) [Vy& + €] dy. (1.121)



CHAPITRE 1. HOMOGENEISATION D’UN MODELE DIPHASIQUE EAU-GAZ EN MILIEU
POREUX 26

Pour I’intégrale du second terme de (1.120), on a :
/Y K(y) [VP + Vyw,] dy = K* VP + (K V,f,).
Dong, le second terme de (1.120), s’écrit :
div, {)\w(S)/YK(y) [VP + Vywp) dy} = div, (Aw(S)K* VP> + divy <)\w(S)<K Vyfp)>. (1.122)

D’une maniere similaire, pour le troisieme terme de (1.120), on a :

div, {/ K(y) [VB + Vywg] dy} = div, (K* V,8> + div, ((K Vyf8>>. (1.123)
Y

Finalement, le quatrieme terme de (1.120) s’écrit sous la forme :

div, {)\w(S)/YK(y)g’dy} = div, <)\w(S)<K§>). (1.124)

Maintenant, en prenant en compte (1.122)—(1.124), on obtient par 1’équation (1.120), I’équation homogénéisée
de la phase eau :

Eau:

(®) % — div, ()\w(S)K* VP> — div, <]K* VB) —div, Fy (S, P) =0, (1.125)

ou la fonction F, (S, P) note le terme de plus grand ordre dans 1’équation (1.125), et elle est donnée par :
def s
Fu (S, P) = A\p(S){K Vfp) + (K Vyfs) — A (S) (K 7). (1.126)

Considérons maintenant, 1’équation (1.95). En choisissant (» = 0, on a :

17 0p
/Q / Qg ot dydzdt~|—/ /K Qg [VP + Vywp) - Vo dydx dt—
T

/ / K(y VB—i—Vyws] Vo dyd:ndt—/ / K(y) Ag(S) [gffﬁ-Vgp dydxdt =0. (1.127)
Qr
La relation (1.127) nous donne 1’équation homogénéisée :

@) 55 (el (1= ) ~dive {M(9) e [ KQ)ITP+ V] di+

+div, {gfny(y) (VB + Vyws] dy} + div, {)\g(S) [ggff/yf{(y)gdy} = 0. (1.128)

Comme dans le cas précédent, on a :
div, {)\g(S) Qf/yK(y) [VP + Vywp) dy} =

= div, ()\g(S) ol K* VP) + div, (z\g(S) ot (K vyf5>>; (1.129)
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div, {gf / K(y)[VB + Vyws] dy} = div, <gf K* VB) + div, <gf (K vyfs>>; (1.130)

Y
div, {Aw(S) [@;f]?/me)gdy} = div, (Aw(S) [’ <K§>>- (1.131)

Maintenant, en prenant en compte (1.129)—(1.131), on obtient par I’équation (1.128), I’équation homogénéisée
de la phase gaz :

Gaz:

(®) 9 (o (1-19)) — div, ()\g(S) or K* VP) + div, <Q§IK* w) —div, Fy(S,P) =0, (1.132)

D
~

ot la fonction (.S, P) note le terme de plus grand ordre dans I’équation (1.132), et il est donné par :

F, (S, P) €2 (S) o (K V,f,) — o (K V,fs) — \u(S) [07]* (K §). (1.133)
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Chapitre 2

Homogénéisation d’un modele diphasique

compressible en milieu poreux.

2.1 Introduction

Ce chapitre contient un résultat d’homogénéisation pour un systeéme qui modélise un écoulement diphasique
immiscible et compressible en milieu poreux dans le cas de deux fluides compressibles. Ce modele est donné
dans la section 2.2. Dans la section 2.3, on donne une formulation du modele présenté a la section 2.2, a 1’aide
de la pression globale. Les hypotheses sur les données sont formulées dans la section 2.4, et un théoréeme
d’existence d’au moins une solution faible au probléme (2.7) est donné dans la section 2.5. Puis un résultat
d’homogénéisation est donné dans la section 2.6. Finalement, nous donnons dans la section 2.7 une justification
du résultat d’homogénéisation par une méthode de convergence a deux—échelles et cela, en passant pas des
estimations a priori essentiellement basées sur 1’égalité d’energie, des résultats de compacité, et finalement, un
passage a la limite dans la formulation faible du probléme en terme de la pression globale et de la saturation.

2.2 Modele physique-mathématique

Dans cette section, nous allons dériver le modele mathématique qui décrit un écoulement diphasique dans
le milieu poreux écrit dans le Chapitre 1. Pour plus de détails, se référer a [12, 24, 56, 58]. On considére un
écoulement diphasique immiscible et compressible en milieux poreux. Pour simplifier, nous supposons qu’il
n’y a pas de terme source.

Soit ®¢(z) = @ <§> la porosité de €2; K* = K <£> le tenseur de perméabilité absolue de (2; S} =
€ €
Si(w,t),S; = Sg(w,t) les saturations du liquide et du gaz, resp; pj = pf(z,t),p; = pg(x,t) es pressions du
liquide et du gaz, resp; et p;, p, sont les densités du liquide et du gaz, resp.
L’équation de conservation de masse est décrite par :

0 .
() = (Sfpr (b)) + div (o1 (p) ¢7) =0 dans O

0

(@) 0 (557, (vF)) + div (p, (55) T5) =0 dans Oy,

2.1

29
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ouT > 0Qestfixé, Qr = Q x (0,7), et 715 et 7; sont définies par les lois de Darcy - Muskat (voir [36]) :

@7 = K@M (S7) (VB O1) 7). N () = 2 (57), 22)
5= K (5) (905 0 05) 9) . R (55) = 22 ) @3

ol ?, fy et jig sont resp. le vecteur de gravité, la viscosité de I’eau, et la viscosité du gaz. On suppose que les
densités de I’eau et du gaz, sont des fonctions régulieres, monotones, telles que :

PE(P) = pmin  POUT D < Dmin,  Pk(P) = Pmax  POUL P > DPrax, (2.4)

Pmin < ,Ok(p) < Pmax POUT Pmin < P < Pmax-

Ici, K = [ ou g, et la paire de constantes pmin, Pmax €t Pmin> Pmax Satisfont
0 < pmin < Pmax < +00 et 0 < Pmin < Pmax < +00. (2.5)

Pour simplifier les notations, on note
Se=57. (2.6)
Le systeme (2.1) s’écrit :

/

0< 5 <1 dans Qp;

()P i (K= (a)v (5% o1 (07) IV — 0 07) F1) =0 dams O
o _ Qe 5
o2 Sang (pg))—diV{K%)Ag(SE)pg (p5) (VPG — g (05) 9]} =0 dans O

P (5°) =pg —pf dans Qr,
2.7)
Nous allons maintenant, spécifier les conditions aux bords et les conditions initiales. Les conditions aux
bords, sont

Se(x,t) = St(z,t) et py(z,1) =pl(x,t) sur Ty x(0,T); (2.8)
V=757 =0 sur Tyx(0,7). (2.9)

Les conditions initiales sont
5%(2,0) = S%x) et pi(x,0)=py(x) dans Q. (2.10)

Remarque 2 On trouve les conditions sur 1'; et les conditions initiales pour la saturation du gaz, et la pression

du liquide, a partir de (2.8) et (2.10).
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2.3 Formulation du modele a I’aide de la pression globale.

En considérant la pression globale et la saturation comme fonctions inconnues, la premiere et la seconde
équation de (2.7) s’écrivent :

00¢

®° () 8tl — div {K* ()55 [\ (S5) VPE 4+ VB (S%) = N (S) 5]} =0 dans Qp; (2.11)
008

P°(z) atg — div{K*(2)p,° [N\ (ST)V P — VB(S%) — \y(5)5,°F1} =0 dans Qr, (2.12)

ou on a introduit les notations suivantes :

o= o (P4 Gi(S) et B = py (P + Gy (5)); (2.13)
O] = O] (S5, P°) =5 et ©p =05 (5% P°)=(1-5% 75 (2.14)

On complete le systeme (2.11)—(2.12) par les conditions aux bords, et les conditions initiales suivantes :
S(x,t) = S'(z,t) et P(x,t) = Pl(z,t) sur I';x (0,7); (2.15)
V=47 =0 sur Tyx(0,7), (2.16)
S¢(x,0) = S%x) et P°(x,0)=P°zx) dans Q. (2.17)

Ici, la condition au bord et la condition initiale de la pression globale, i.e., P!, P sont exprimées en fonction
des données sur pz en utilisant les relations (2.31) et (2.34).

2.4 Hypotheses sur les données

L’étude sera faite sous les hypotheses suivantes :

(H.1) La fonction & = ®(y) est une fonction Y — périodique, & € L>(Y'), et il existe deux constantes
positives ¢1, ¢ telles que 0 < ¢ < ®(y) < ¢po < 1 p.pdans Y.

(H.2) Le tenseur K = K (y) est une fonction Y — périodique, et elle appartient 2 (L°°(Y))**¢, de plus, il
existe deux constantes positives kg et ko, telles que

ko l€° < (K (y)6,6) < koo |§]* pourtout & €R? ppdans Y. (2.18)

(H.3) La fonction p; = pr(p), (k = [, g) donnée par (2.4) est monotone, de classe C! dans R.

(H.4) La fonction pression—capillaire s — P.(s) est positive, localement lipschitzienne dans (0, 1), et
P. € C'([0,1],R). On suppose aussi que P’(s) < 0 dans (0, 1).

(H.5) La fonction \; € C([0, 1]) et elle satisfait les propriétés suivantes : 0 < \;(s) < 1 pour tout s € [0, 1]
et A;(0) = 0. La fonction Ay € C([0, 1]) et satisfait les propriétés suivantes : 0 < A\(s) < 1 pour tout s € [0, 1]
et \y(1) = 0. Enfin, il existe une constante positive Ly telle que A(s) = \;(s) + Ag(s) > Lo > 0 pour tout
s € 10,1].

(H.6) La fonction v donnée par (1.26) est une fonction continue dans [0, 1], de plus, a(0) = a(1) = 0, et
a > 0dans (0,1).

(H.7) La fonction 3!, inverse de la fonction 3 définie par (1.26) est une fonction de Holder d’ordre 6
avec 6 € [0, 1], sur I'intervalle [0, 3(1)]. C’est-a-dire qu’il existe une constante positive C'3 telle que pour tout
s1, 82 € [0, B(1)] I'inégalité suivante est satisfaite :

187 (s1) — B (s2)| < C |31 — s2]”. (2.19)

(H.8) La condition au bord et la condition initiale de la saturation, i.e., S°, S, satisfont 0 < S°, ST < 1.
La donnée initiale de la pression globale est telle que P € L?(Q) et P' € L? (0,T; H*(12)) .
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2.5 Formulation faible du probleme

Définition d’une solution faible pour le probléeme

On dit que la paire de fonctions (P¢, S¢) est une solution faible du probléeme (2.11)—(2.17), si :
HO0LS <1 pp dans Q.

(ii) P* — P € L? (O,T; H%l (Q)) .

(iii) Pour tout ¢, ¢4 € C' ([0, T]; H}:, () telles que ¢y (T) = ¢4(T) = 0,0na:

_ / 0 (2)0% (1) XL depdit — / (2)00 0+
Qr ot Q

) K&(2)p5 {\(S%) (VP — 559) + VB(S9)} - Vgydadt = 0 (2.20)
_ / o (2)0° () 222 dzat — / ()0t
Qr ot Q 94‘09
/. K=(2)75 {\g(S%) (VP* = 55 9) — VB(S7)} - Vipgdudt = 0 (2.21)

ol pj et p; sont définies dans (2.13); @) = (0,z2), gpg = 4(0,z); O = S%; (P°+ Gy(S9)) et @2 =
(1= 8% pg (P + G4(S?)).

Sid e Whe(Y) et K € Who(Y))?4, alors par [61], si les hypothéses (H.1)-(H.8) sont satisfaites,
pour tout € > 0, le probleme (2.11)—(2.17) admet au moins une solution.

Le résultat d’existence reste vrai dans le cas ot @ € L>®(Y) et K € (L>®(Y))%*? Pour le voir, on peut
combiner la preuve qu’il y’ a dans [61] avec le résultat de compacité que 1’on donnera un peu plus loin.

Notation conventionnelle. Dans ce qui suit, C, C1, ... notent des constantes génériques qui ne dépendent
pas de .

2.6 Résultat d’homogénéisation

Nous étudions le comportement asymptotique de la solution du probleme (2.11)—(2.17) quand ¢ — 0. En
particulier, nous allons voir que le probleme effectif s’écrit

0<S5<1 dansQyp;
R
(@)=~ —div {K o [M(S)VP 4 VB(S)] + Fz} =0 dans Qr; (2.22)
869 : *x~H
| (@)% div, {K 5. g (S)VP — VA(S)] + Fg} —0 dans Q7.
Ici, (.) désigne la valeur moyenne de la fonction correspondante sur la cellule Y
pt = (P +Gi(S)) et fy' = pg(P+Gy(S)); (2.23)

0, =Sp et ©,=(01-29)p,"; (2.24)

K* est le tenseur homogénéisé, avec les entiers Kl*j définis par

K = /Y K(y) [Vy& + €] V& + e dy, (2.25)
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ou la fonction &; est une solution Y —périodique, de

—div, {K(y)[Vy&; + e_]>]} =0 dansY,
(2.26)
y+— &i(y) Y- périodique

avec e_} la j— eéme coordonnée du vecteur unité.
Le systeme (2.22)—(1.10) est complété par les conditions aux bords, et les conditions initiales suivantes :

S(z,t) = SYx,t) et P(x,t)=PY(x,t) surly x (0,7), (2.27)
@V =q -7=0 surlyx(0,T) (2.28)
avec
4 =K N(SVP - K 5" VA(S) + Ko Pu(S) g,
et )
@ = —K* 5, (S)VP + K5,V B(8) + K* 5| Ae(9)7,
S(x,0) = S%x) et P°(x,0)=P%x) dansQ. (2.29)
Remarque 3 Si on suppose que le liquide est incompressible, et que de plus, p;(p;)) = 1, alors le systéme

homogénéisé (2.22) coincide avec le systeme homogénéisé (1.40) obtenu dans le Chapitre 1.

Le résultat essentiel de ce Chapitre est le suivant :

Théoreme 2.6.1 Soient les hypotheéses (H.1)-(H.8) satisfaites, et soit la paire de fonctions (P, S¢) une solu-

tion faible du probléme (2.11)—(2.17). Alors, il existe une sous—suite (notée par ), telle que

S (z,t) = S(z,t) fortement dans LI(Qr) V1 < ¢ < +o0; (2.30)
Pe(x,t) — P(z,t) faiblement dans L*(Qr); (2.31)
VP(x,t) = VP(x,t)+ Vywp(z,t,y); (2.32)
B(S%) — B(S) fortement dans LI(Qr) V1 < g < +o0; (2.33)
VB (1) 2 VB(S) + Vyws(x, 1, y); (2.34)
O] — ©; fortement dans L*(Qr); (2.35)
©F — O, fortement dans L*(Q7). (2.36)
Ici,
B = B(s°), (2.37)

d oP d 8
mewzggw(mﬁmwﬂwfm),aq%zgﬁwwwﬁmeme)

on &; est une solution' Y —périodique de (2.26), et oil les fonctions B(S, P) et E(S, P) sont données par :
M)A+ 29(9)pg"
A(S) ’

La preuve du Théoréme 2.6.1 sera donnée dans la section 2.7.

B(S,P) =

et B(S,P) = 2U5(S) [~H —pqu} .

o) 1P
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2.7 Preuve du Théoreme 2.6.1 par une méthode de convergence a deux—échelles

Les grandes lignes de la preuve sont : premi¢rement, on obtient des estimations uniformes, puis on établit
des résultats de compacités pour les suites {67 }.>0 et {OF }c>0

2.7.1 Estimations a priori

Dans cette partie, nous allons obtenir les estimations a priori pour la solution du probleme (2.7)—(2.10)
(ou le probleme équivalent (2.11)—(2.17)). Ceci sera fais en deux étapes. Dans la premiere étape, en utilisant
des idées de [10], nous allons établir une égalité d’énergie, et trouver des estimations a priori par rapport
aux variables spatiale et temporelle. Puis, dans la deuxieme étape, on établie un résultat de compacité. Pour
simplifier, on suppose ici que pj, py = 0 sur I'y x (0,7).

étape 1. Egalité d’énergie

Pour obtenir I’égalité d’énergie pour la solution faible du probléme (2.7)—(2.10), on introduit les fonctions

o [ dE o _ [T de

De plus,
1 1
VR (p) = ?fo et VR, (p;) = Ibfgvp;
! g

Nous avons le résultat suivant :

Lemme 2.7.1 (Egalité d’énérgie) Soit (p5, p}) une solution pour le probleme (2.7). Alors

d £ €
T A O°(2)(" (z, t)dz+
+ /Q K& (@) {(S°)Vp; - [Voi — o1 (0]) T+ X (SO)VD - [Vl — pg(05) G|} =0 (2.39)
au sens des distributions. Ici
(5 = SRy () + (1 = S°) Ry (pj) — F (59), (2.40)
oul
Ri(p) = pe(p)Ri(p) —p, (k=1,9) et F(s)= /1 Pe(u)du. (241)

De plus, (¢ > 0 dans Qr.

Preuve du Lemme 2.7.1

En multipliant la premiére équation de (2.7) par R;(p7 ), et en multipliant la deuxieme équation par Ry(pj),
puis en intégrant par parties, puis en faisant la somme des deux, on trouve :

)

1> 868 £ & 8@ (>
/QCE () atl R; (pl)dac—i-/Q@ (7) 8thg (pg) dz+
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/ K& (x)\(S®)p; Vi - Vp dx ~|—/ K= () \g(S%)p5 Vg - F Vpedx—
/ Ke(2)\(S9) 551 7 —Vp dz — / K&(2)M\y(5%) “’3]2 7 ?Vpgd:c =0. (2.42)
g
Réarrangeons les deux premiers termes de (242).0Ona
a@ls € 0 ~£ Q€ 3 sapl
= — 24
5 (Pf) BN [pi STRi(pp)] — S ET (2.43)
08¢ 0 o ope
athg (r5) = 5 [(1—5%) ;] Ry (05) = 5 (1= 5%) B Ry (p)] — (1 —5°) atg‘ (2.44)
et en utilisant la définition de la pression capillaire, on trouve que
Eapla € apg _ a €, €\ € e
S 8t+(1—5)8t—E{Spl—&—(l—S)pg—i—F(S)}, (2.45)
ou s
Fis) = [ Pe)e
Maintenant, il vient de (2.7.1) et (2.45), que
007 005 . o¢e
21 B eD) + 7Ry () = 57 (2.46)

ou (° est définie dans (2.40)—(2.41). Afin de vérifier (2.46), il suffit de calculer la différentielle du membre de

droite dans (2.40), et d’utiliser (1.8) et (2.38). En effet, on sait par la relation (2.40), que
(7 = 5°Ry (5F) + (1~ 59 Ry () — F(5°).

Donc,

occ 0 0 0
= ISR+ 5 (- 5 Ry ()] — 2 F (57).

0
Regardons le terme g [S*Ri (pf)] - On a

o157 (R RU) — 1)) = o ISR — 5 (50)-

SR D) = o |

ot [
Par conséquent,
0 007 0 0
[SRUpi)) = "L R (07) + S 5 Fu () — . (S°p).

ot ot ot
Aussi,
0 o [riod¢ 1 0p
R N = = .
g ) = 875/ n(©) 7 ot
done. 9 005 opF 0
£ 7[ & € _ = E E
2 (5 ) = 2R o) + 52— 2 (5.
Regardons maintenant, le terme g [(1—-5)Ry (p)]-Ona
a € £ a € £ £ £
ot [(1-S°)R, (pg)] ot [(1—5%) [pg(pg)Rg (pg) _pg”
0

0
0
= 5 (=SR] — 5. [(1 = 5%)pf]
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Donc, 90
a g £ £ €\ € a £ 8 € £
ot [(1-5)R, (pg)] = Tthg (pg) +(1-5 )pgaRg (pg) ot [(1-5 )pg] :
Aussi,
DG Opt
Sl ) =5 [ =2
ot g ot Jo  pg(§) Pg ot
Donc, 90 0
0 P 0
57 (1= SRy ()] = G Ro(r) + (1= 5952 = = [(1- 5 53).
Alors,
0¢ _ 097, o 99, .
% = ot Ry (pl)—i_WRg () +
op; 0 opg 0 0
el ¥ Qe 1 — S%) 3¢ g _ 2 1— 999 — —F(S¢
Regardons le terme entre crochet dans cette derniere égalité. On a :
6 E €\ __ 855 £ 68pl5 6827? a e\ __ 856 £
at(sz)— 8tpl+s ot =5 ot 8t(Spl)_ ot PU
et aussi,
0 o(1 — S¢9) opg 05° 0 05° 05°
— (1= 8% = € 1— 8¢ 9 _ _ € _ (1= S5 — € €.
a1 =) g Pt =), TR T R T TR
On sait que, P-(5¢) = pj — pj, donc
oss . 0S8° . 05 . 0S5 .
T I T A TR A
D’ou la relation (2.40).
11 nous reste a montrer que (¢ > 0 dans Q7. On a par (2.40), que
¢ = SRy () + (1 - 5% Ry () — F(57).
Puisque par définition, F'(s) < 0 dans [0, 1], alors
¢° > SRy (pf) + (1 = S7) Ry () (2.47)

Maintenant, on démontre que Ry (p) définie dans (2.41) n’est pas négative quelque soit p. Commencons par le
cas ot p > 0. On déduit des définition respectives de pg, et Ry, (k =1, g), que

1
Ri(p) = pi(p)Ri(p) + pr(p) — 1 = pi(p)Ri(p) = 0.
Pk(p)
De plus, Ry (0) = 0. Ca signifie que R;(p) > 0 pour tout p > 0.0On suppose maintenant, que p < 0. Alors, par
les définitions de Ry, et pi, on a:

Pl qQu Pl Qu
Rip) 2 [1pl = pmin [ o] = (1ol = oo [ ~0. 248)

o pr(—u) 0 Pmin

Ici, nous avons utilisé le fait que pi(p) = pmin si p < 0. Ainsi, puisque les fonctions R; et R4 ne sont pas
négatives, on déduit de la relation (2.47) que (° n’est pas négative dans Q7. Ce qui complete la preuve du
lemme (2.7.1).

Maintenant, nous allons obtenir des estimations a priori pour /A; (S)Vpj et 1/ Ag (S)Vpg. On a
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Lemme 2.7.2 Soit (pls, pZ) une solution au probleme (2.7). Alors

VA9, o+ |Vl

<C. (2.49)

L2(Qr)

Preuve du Lemme 2.7.2

Considérons 1’équation (2.42). il est simple de 1’écrire sous la forme suivante :

a (3
/Q ®° () e+ /Q { K= (@)M(S%)Vpf - Vi + K= (2)A\g(S%) VD - Vg } do—

ot

/ {K=(@)\(S%)AT T - Vi + K=(2)A\g(S)PE T - V| dz = 0. (2.50)
Q
En intégrant la relation (2.50) sur 'intervalle (0, ¢), avec t € (0,7'), on trouve :

/Q W (@)Cdr+ | (@M (ST - VaE + K5 (2)Ay (S99 - Vg ) dadr—

- /Q {K=(@)N(S%)AT T - Vi + K= (2)A\g (S5 - Vi, } dadr = /Q ®° ()¢ da, (2.51)

ou £y =N x (O,t) et
¥ =S"Ry(p)) + (1 = SORy(p)) — F(S5Y). (2.52)

On déduit de I’hypothese (H.1) et de la positivité de la fonction (¢ dans €2;, que le premier terme du membre
de gauche dans (2.51) satisfait

/ ®°(z)¢°dz > 0. (2.53)
Q

Pour le second et le troisieme terme de (2.51), on obtient en utilisant I’inégalité de Cauchy et les hypotheses
(H.1) et (H4) que :

A {K=(2)\(S°)Vp[ - Vi + K°(2)Ag(S°)Vp§ - Vi } dadr—
t
= [ AE@AMEIT i)Vt + K @A - p4l05) V5 dad >
t
> O+ “0/ N(S9) | Vpi|? dadr + “0/ Ag(5°) | V5 |” dadr. (2.54)
2 Ja, 2 Ja,
Considérons le membre de droite de (2.51). On a par la définition de ¢ 0.(2.52), (H.1) et (H.8) que

/Q @ (2)¢dx

Finalement, les relations (2.51), (2.53), (2.54) et (2.55) impliquent que

<C. (2.55)

/ (59 [Vpe [ dadr + / Xg(5%) [ V5| dedr < C. (2.56)
Qt Qt

Ce qui acheve la preuve du Lemme (2.7.2).
Nous sommes maintenant, en mesure d’obtenir des estimations a priori pour P et 5 (S¢).On a

Lemme 2.7.3 Soit (p,p]) une solution au probléme (2.7), et soient {P°}__ et {8(S)}.- les suites de
fonctions définies resp. dans (2.31) et (1.26). Alors

B 20,751 2y + 1P| 20,710 (02)) < C (2.57)
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Preuve du Lemme 2.7.3

Premieérement, on note que par I’hypothese (H.5), on trouve 1’inégalité suivante :
e\ |2 1 e\ |2
VS < £ IVB(S)I, (2.58)

ou la fonction b(S¢) est donnée par

b(s) = /0 " a(6)de avec als) = W P(s)|. (2.59)
Alors, par la relation
Ag(S9) [Vp5|* + Ni(S7) Vi [* = A(S9)[V P22 + [Wb(S7) 7, (2.60)
par I’hypothese (H.S), et par le Lemme 2.7.2, on obtient :
VB L2@) + VP L2(0) < C. (2.61)

Ainsi, le résultat du lemme découle immédiatement de 1’hypothese (H.6), I'inégalité de Friedrichs et I’'inégalité
(2.61). Ce qui acheve la preuve du Lemme 2.7.3.

Passons maintenant, aux estimations uniformes des dérivées en temps pour les fonctions ©F et ©F. La
bornitude uniforme des dérivées en temps pour les fonctions O et © sont données par le Lemme suivant :

Lemme 2.7.4 Soit (pj, pf]) une solution pour le probléme 2.7. Alors,

{ gt(@s@le) } est uniformément bornée dans L*(0,T; H~(2)); (2.62)
e>0

{8875((1)6@;)} est uniformément bornée dans L* (0, T; H_I(Q)) . (2.63)
e>0

Preuve du Lemme 2.7.4

On commence par monter (2.63). En multipliant (2.11) par ¢; € D(€) puis, on intégre par parties, et
trouve :

/ o° ()0 WPl dndt = [ K= (2)M(S5)FV P - Vpydadt (2.64)
Qr ot Qr
— | K (@)pVp - Vgdadt — | K*(x)\(S) [5]°  - Verdadt,

QT QT

ou la fonction 3° est définie dans (2.37). Ainsi, il vient par 1’inégalité de Cauchy, la définition de la fonction
pg, et par I’hypothese (H.6) que

dp
/Q () ‘fatdxdt' <C <1 + VP20, + HVBEHLQ(QT)> Vel 2 - (2.65)
T

Ainsi, on conclut par I’estimation (2.61) que
Hat(q)egleﬂ|L2(07T;H—1(Q)) <C. (2.66)

La bornitude uniforme de {9 ($°©f)}__, dans I'espace L* (0, T; H~' (€2)) s’obtient de la méme maniere. Ce
qui acheve la preuve du Lemme (2.7.4).
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Etape 2. Résultats de compacité pour les suites {7}, {65 }e>0

On commence cette partie par le lemme de compacité suivant :

Lemme 2.7.5 (Lemme de compacité) Soit la fonction ® = ®(y) une fonction Y - périodique, ® € L>*(Y),
et telle qu’il existe deux constantes positives ¢1, 2 telles que 0 < ¢1 < ®(y) < ¢p2 < 1 p.p dansY, et soit
{v}s0 C L2(£27) une famille de fonctions qui satisfait les propriétés suivantes :

1. La fonction v est uniformément bornée dans I’espace L>°(Qr), i.e.,
0<v°<C. (2.67)
2. Il existe une fonction w telle que w (&) — 0 quand § — 0, et I’inégalité suivante est vérifiée :
/Q ¢ (z + Az, 7) — v (z,7)|* dedr < Cw (|Az|). (2.68)
T

3. La fonction v° est telle que
10:( V)| 20,711 (2)) < C- (2.69)

Alors la famille {v°}__ , est un ensemble compact dans L?(Qr).

Remarque 4 Dans la formulation du lemme de compacité, la périodicité de ® peut étre remplacée par I’hy-

pothése que ®° — 1 faiblement dans L*($2) quand € — 0.

Preuve du Lemme 2.7.5

Pour cette preuve, et sans perte de généralité, on suppose que (®) = 1. Alors
(®° —1) = 0 faiblement dans L*(Q) quand e — 0. (2.70)

On note Q = (0,2m)?. Sans perte de généralité, on suppose que Q C . On prolonge la fonction v° a (Q \
Q) x (0,T) en posant v*(z,t) = 0 pour z € Q \ €. Alors, comme conséquence de (2.68), on a

/ [0S (z 4 y, t) — v°(x, 1) > dadt < wi(y) (2.71)
T
avec la fonction w1 qui satisfait lim,|_,o w1 (y) = 0. Ici, Qr = Q x (0, 7).

En posant w(s) = supj,<swi(y), on peut facilement montrer que la fonction wa(s) est monotone,
wi(y) < wa(ly]), et limy0 wa(s) = 0.

Dans I’espace L?(Q), on introduit la base orthonormale standard {t;}, o

V;(x) = (2m)"Lexp(ijz) avecj € 29 eti=+/—1.
Alors {|1+4]5]2|71/2¢);} est une base orthonormale de H},,.(Q), et {|1 + |j|?|'/?1; } est une base orthonormale

per
de H,.1(Q) si cet espace est muni des normes suivantes :

per
ol @y = (w2 +1P), 1wl ) = Sotw )2+ 7).

J J

Lemme 2.7.6 Pour tout § > 0, il existe N(0) € 7™ telle que

1 1 ) .
(25)d/[66]ddy/Q|¢j(:E—|—y)—wj(x)|2dm2 22 pour tout j  avec |j| > N(J).
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Preuve du Lemme 2.7.6

On a
1 / dy / lexp(i (= + ) — explijz)|*dz = —~— / dy / lexplijy) — 112 de
(20)4 JiZsoe  Jo (20)4 Ji_sse  Jo
1 1 .. 9
= a7 o) WPy = g [ fesptigoy) <1y

)

L’intégrale a droite de cette derniere égalité est supérieure a % si [j] > 2dd~!, ce qui achéve la preuve du
Lemme .

Nous allons maintenant, représenter la fonction v® par sa série de Fourier dans () avec des coefficients qui
dépendent du temps ¢ :

t)= ) Bi(t)y;(x) avec Bj(t) = [ v*(x,t)v;(x)dx
> .

Alors,

||U€HL2 Qr) = Z/ |5€ ‘dt

jEZA

Ceci nous permet d’obtenir I’estimation suivante sur la fonction ws :

= € € 2 o
B (zfs)d/[a,zs]d dy/T (v (2 +y) — v (2)]" dedt =

—L € 2 A — iz 2 T a
it o [ O~ = g S [N

|J|>N (9)
Puisque w2(d) — 0 quand 6 — 0, on conclut que, pour tout y > 0, il existe N(y) > 0 telle que

2

> soue| - ¥ / 8500t <.

[71>N () L2(Qr) [71>N"v)

Ceci implique que

v = Z Bjs(t)ﬂ)] (SC) + ers,N VN + 'res N (2.72)
IFI<N(y)
avec
i resNHLQQ ) <7 (2.73)

Nous allons maintenant, exploiter I’estimation (2.69). Réécrivons les séries de Fourier de (®°v) en la variable

z.0na
B ) = Y FOw) e 5@ @) = Y LEOue

JEZA jE€ZA

Puisque la famille {1;} est orthogonale dans H,..(Q), on obtient

>

jeZ

1+ < (2.74)

dtﬁ
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Faisons I’estimation de la différence

/OT ﬁ;(t)—ﬁi(t)fdtz/f

Lemme 2.7.7 Pour tout j € 7%,

2

/ (@ (2) — 1) () ()| dt.
Q

T
i £(x) — D)o (x)y;(z)dx|*dz = 0. .
hm/ |/Q<<1> () — 1) () () daf2dze = 0 2.75)

e—0 0

Preuve du Lemme 2.7.7

Pour tout v > 0, on choisit N () telle que (2.73) soit satisfaite. Alors

r

Maintenant, nous allons faire une estimation pour V. On a

2
dt < Cy(1+ 19|y (2.76)

[ @ @) = DV w00
Q

2

T
/o /Q(‘I’E(@—U S Bin(a) | w(a)de| di <

|k|<N(v)

2

O (x) — 1)y (x)yj(x)dx| dt.

Z/m

|k\<N

Puisque (9°(z) — 1) tend vers zéro faiblement dans L?(Q) quand ¢ — 0 et 1 (z)1);(x) ne dépend pas de €,
alors

lim/Q¢k(x)1/)j(:n)(<I>6(x) —1)dz = 0.

e—0
Ainsi,
T
3 / P dt < C
A 0

Donc )

T
lim / (@) -1 > ﬁk Y (x) | ;(x)dz| dt = 0.
e—0 0 Q |k;|<N

En considérant (2.76), on déduit que

2
dt < C.,.

T
lim
e—0 0

/ (°(2) — 1)0° (@)1 (2)da
Q

pour tout v > 0. Ceci implique (2.75), ce qui acheve la preuve du Lemme 2.7.7.

On note -
> BEt)()

[7ISN(v)

Par le Lemme 2.7.7, pour tout v > 0, il existe £g = £¢(7y) telle que, pour tout & < vep, on a

IVE — Villzzr) < 37 @2.77)
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Par (2.74), et I’estimation

T~ 2
¢ dt < C
Z/O Bl < C,

La famille {Ejg(), |j] < N} est un ensemble compact dans (L2(0,7))™, ot M est le nombre de j € Z9 tels
que |j| < N. Donc, la famille

Vi= Y. B

lHI<N() >0

est un ensemble compact de ’espace L?(2). Donc, il existe y -net finis pour cette famille, telles que leurs
éléments sont notés par (1, (s,...,(x. En prenant en compte (2.73) et (2.77), on conclut que, pour € > 0
suffisamment petit, les fonctions (1, (s, . . . , (i forment un 5y -net pour {v}.~q dans L?(27). Ceci implique
la compacité recherché, et acheve la preuve du Lemme 2.7.5.

Revenons maintenant au résultat de compacité, pour la famille {6;}
suivante :

0" Il est assuré par la proposition

Proposition 2.7.1 La famille {@ } w0 €St un ensemble compact dans I’espace L*(Qr).

Preuve de la Proposition 2.7.1

L’idée ici de la preuve de la Proposition 2.7.1, est d’appliquer le lemme de compacité. Pour ¢a, on s’assure
que les conditions du lemme sont satisfaites. Premierement, il vient de (2.4) et (2.14), que

0 < 0F = pg(P*+ Gg(59))(1 = 5%) < pmax < +00. (2.78)
Il vient du Lemme 2.7.3 et I’hypothese (H.7), que :
/Q |95 (z + Az, T) — 62(3},7‘)|2dxd7' < Cwi(|Az|) avec wi(§) -0 quand £ — 0, (2.79)
T

ol on suppose que O = 0 quand = + Az ¢ (2. Finalement, il vient du Lemme 2.7.4, que

< C.

H @°er)
L2(0,73H~1(®)

Maintenant, il est clair que la famille {@2}90 satisfait toutes les conditions du Lemme de compacité. Donc,

la famille {©% }.~¢ est un ensemble compact dans I’espace L*(Qr), ce qui achéve la preuve de la Proposition
2.7.1.
Comme conséquence de la L bornitude uniforme de ©F, on a le résultat suivant

Corollaire 2.7.2 La famille {@;}DO est un ensemble compact dans ’espace L1(Qr) pour tout q € [1, 4+00).

Par des arguments similaires, on prouve le résultat de compacité pour la famille {O] }€>0. En d’autres
termes, nous avons le résultat suivant :

Proposition 2.7.3 En supposant les hypotheses (H.1)-(H.8) satisfaites, la famille {©7} est un ensemble

e>0
compact dans ’espace L1(S2r) pour tout q € [1,+00).
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Maintenant, en utilisant des idées de [8], on obtient le résultat important qui suit, et qui concerne la conver-
gence presque partout des suites {S°}.~o et {P°}__.

Proposition 2.7.4 1l existe les fonctions S € L?*(Q7) et P € L? (O, T:H 1((2)) telles que, a une sous suite
pres,

S¢ — S p.pdans Qr; (2.80)

P* — P p.pdans Qr. (2.81)

2.7.2 Preuve de la Proposition 2.7.4

On conclut par les Propositions 2.7.1 et 2.7.3, qu’il existe deux fonctions O, ©;, telles que,
05(5°, P°) — ©; fortement dans L?(Q7) et p.p dans Q7; (2.82)
o5 (8%, P°) — ©, fortement dans L*(Q7) et p.p dans Qr, (2.83)
ou 3¢ = B(5°¢). Considérons 1’application M définie par :
M(S%, P°) = (67 (8°, P°), 0 (5°, P)).

Comme il I’a été démontré dans [10] (voir les Lemmes 1, 2), cette application est un difféomorphisme de
[0,1] x R dans M(]0, 1], R), et par conséquent, sa fonction inverse est continue aussi. Donc, la convergence
presque partout des fonctions ©F, ©F, impliquent les résultats de convergence (2.80) et (2.81). Ce qui complete
la preuve de la proposition 2.7.4.

2.7.3 Passage a la limite dans (2.20)—-(2.21)

Dans cette section, nous allons obtenir des résultats de compacité (voir le Lemme (2.45) qui va suivre) en
utilisant les estimations a priori obtenues dans la précédente section, puis, passer a la limite dans (2.20)—(2.21).

Théoreme 2.7.5 Soient les hypothéses (H.1)-(H.8) satisfaites, et soit la paire de fonctions (P¢,S%) une solu-
tion faible de (2.20)—(2.21). Il existe une fonction S avec 0 < S < 1 p.p dans Qr, P € L? (0, T; HI(Q))
B e L*(0,T; H()), wp et w, € L? (QT; H#(Y)) telles que, a une sous-suite prés, on a :

S¢(x,t) — S(x,t) fortement dans LI(Qr) V1 < ¢ < 400 et p.p. dans Qp; (2.84)
Pe(x,t) — P(z,t) faiblement dans L*(Qr); (2.85)

V P?(z,t) = VP(z,t)+ Vywy(z,t,y); (2.86)

B(S%) — B(S) fortement dans LI(Q2r) V1 < ¢ < +o0; (2.87)

VB (x,t) 22 VB(z,t) + Vywi(a, t,y), (2.88)

ot la fonction ¢ est définie par (1.26) ;

OF (8%, P°) — ©, fortement dans L*(Qr) et p.p. dans Q; (2.89)
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05 (B°, P°) — ©, fortement dans L*(Qr) et p.p. dans Qr, (2.90)

ol

1= Sp (P +Gi(9)), et Oy = (1—S)p, (P+Gy(S)).

Preuve du Théoréeme 2.7.5

1- Prouver que S¢(z,t) — S(x,t) fortement dans L9 (£27),1 < g < +00.

La convergence forte de S¢ dans LY (£27) est une conséquence directe de la Proposition 2.7.1, sa conver-
gence p.p. dans {27 vient de la Proposition 2.7.4.

2- Prouver que P*(z,t) —+ P(x,t) faiblement dans L? (0, T; H' (12)) .

Lespace L? (0, T; H'(£2)) estréflexif, et on sait par le Lemme 2.7.3 que P* est bornée dans L? (0,7 H*(£2)) .
On conclut qu’on peut extraire de la suite P¢, une sous - suite faiblement convergente dans L? (0, T;H! (Q)) .

On sait par la Proposition 2.7.4 que P¢(z, t) converge presque partout vers P(z,t) dans {2r.

3- Prouver que

VP (2,t) 22 VP(x,t) + Vywy(z, t,y)

Puisque P* (resp. V.P?) est une suite bornée dans L? (£27) (resp. dans [L? (£27)]™), alors elle converge a deux
échelles vers une limite Py (¢,z,y) € L? (27 x Y) (tesp. xo(t,z,y) € [L*(2r x Y)]"™). Donc, pour tout

v (t,x,y) € D [QT;C;EO(Y)} , et pour tout ¥ (¢, z,y) € D [QT;C;"(Y)}TL ,ona:

limgﬁo/ P(x,t) - Y(z, t)dzdt = / / Py(t,z,y) - ¥(t,x,y)dedydt
Q7 rJy
2.91)
lim. s VP (z,t) - ¥(x,t)dedr = / / xo(t,x,y) - U(z,t,y)dedydt
QT QT Y

On a par intégration par parties que :

€ VP (x,t) ¥ (m,t, g) dz = —

PE(z,1) [divy v <x,t, f) +ediv, U (t,x, 5)} dadt
Qr 3 3

N7

Alors, en passant a la limite dans 1’équation (2.91), on obtient :
0= —/ / Py (t,z,y)divy ¥(t, z,y)dtdzdy
QrJY

ce qui signifie que Py (¢, x, y) ne dépend pas de y. On en déduit que P converge a deux échelles vers Py.
Maintenant, dans la relation (2.91), on choisit une fonction ¥ telle que div, ¥ (¢, z,y) = 0. On obtient donc
par I'intégration par parties que :

lima_m/ P (z,t)div, ¥ (t,a:, E) dedt = —/ / Xo(t,z,y) - U(t, z,y)dzdtdy
Qr € Qr JY
= / / P(t,z,y) - div, V(t, z,y)dtdzdy
orJy
n
Donc, pour toute fonction ¥ € D [_QT; C;O(Y)} ,avec divy ¥ (t,z,y) = 0,ona:

/ / xo(t,z,y) - VyP(x,t)] - ¥(t, z, y)dedydt = 0. (2.92)
Qr JY
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On rappelle que I’orthogonale des fonctions a divergence nulle est exactement leurs gradients. On en déduit
donc qu’il existe une fonction unique wy(¢, z,y) € L? [Q27; H'(Y)/R] telle que

XO(xv ta y) = VP(.%', t) + vywp(tv z, y)
4- Prouver que
B(S°) — B(S) fortement dans L? (£27) pour tout 1 < ¢ < +o0.

Puisque la fonction /3% est continue, et que par le point 1, que la fonction S° converge fortement vers S(z, t)
dans L9({27), on en déduit que 3(S¢) — B(S) fortement dans L? ({27) .
5- Prouver que

Vi (2,1) 2 VA, ) + Vyws(t z,7).

On prouve ce point exactement de la méme maniére que le point 2.
6. Prouver que

05(6%, P°) — ©4 fortement dans L% (Qr)etp.p. dans 2.

C’est un résultat direct du Corollaire 2.7.2.
7. Prouver que

O%(p°, P°) — ©; fortement dans L* (£27)et p.p. dans 27

C’est un résultat direct de la Proposition 2.7.3.
Passage a la limite dans (2.20). On pose

X X X
0 (x, E’t> = (x,t)+eC <a:, g,t> =@ (z,t) +eCi(z,t)(o (g> , (2.93)
ol p € D(27),(1 € D(f27), et (o € CF, et on injecte la fonction ¢; dans (2.20). Ce qui nous donne
dp , _O¢
/QT@ ()0] [875 +e 5 ] dzdt+
+ Ke(2)p5 {N(S5)V P + VB — 5iN(SE) T} - [V +eVaCE + Vy(°ldzdt = 0. (2.94)

07

Maintenant, en passant a la limite a deux-échelles dans (2.94), on trouve

0 ~
— / @(y)@la—fdydmdt + / K(y)pf{{)\l(S) [VP + Vyw,| +
QTXY _QTXY

+ VB + Vyws] = M)} - [V + (V6] dydzdt = 0, (2.95)

ou ﬁ{l =p(P+Gi(S))etO, = S,(NJ{I
Passage a la limite dans (2.21). On pose

g (x, g,t) =@ (z,t)+eC (iL‘, §7t> =@ (x,t) +eC(z, 1) <§> , (2.96)

ol p € D(£27),(1 € D(f21), et (o € C3F, et on injecte la fonction ¢, dans (2.21). Ce qui nous donne

3 3 ai 848
—/QT<I> (z)0©] [875 +e 9 ] dzdt+
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+ [ K@) {0 (S5)VP = VB — EA(S) T} [Voo + Vol + V¢ dadt = 0. (297)
O

Maintenant, en passant a la limite a deux-échelles dans (2.97), on trouve

0 -
— / @(y)@ga—fdydxdt + / K(y)pf{/\g(S) [VP + Vywp,]| —
.QTXY .QTXY

— [VB+ Vyws] = Ag(S)5 T} - [V + (1 V(o] dydadt = 0, (2.98)

Pt = pg (P4 Gg4(S5)) et O = (1 — S)pk.
Equations pour les fonctions w,,, w;.
- Identification de w,, : Nous allons identifier la fonction w,. En considérant (2.95) et (2.98), et en posant

¢ = 0, on obtient :

et

et

/Y K@)t {M(S) [VP+ Yy, — 3] + (V5 + Vyui]} - Vyady = 0. (2.99)
/Y K(y)5," {)\g(S) [VP +Vyw, — @H?} VB + vyws]} Y, ady = 0. (2.100)
En prenant en compte le fait que ﬁlH et ﬁgH soient strictement positives, et ne dépendent pas de y, on a :
/YK(y) {M(8) [VP+ Vyw, — 517G | + V8 + Vywy) | - Vyady = 0, (2.101)
| K@) {08 [TP+ Yy, - 77| - (84 Yy} Ty ady =0 (2.102)
Y

En sommant (2.101) et (2.102), on obtient :

/ K@) ) VP + Vyu] — (M5 + 20(8)5,"] 7} - Vyady = 0. (2.103)
Y

En prenant en compte la condition (H.4), on a par (2.103) :

ou

| K@){(VP = B(S.P)T + Py} - Vealy)iy = . (2.104)

N(S)p + Mg (S) 5"

B(S, P) = Yo

On procede maintenant de maniere standard (voir par exemple [?]). Soit §; la solution Y - périodique de :

ou

~div {K(y) [Vy& + 2]} =0 dans Y,

y+—&i(y) Y — périodique,

e_]? est la j- eme coordonnée du vecteur unité.

Alors, la fonction w), peut étre représentée par :

d oP
wylot) = 6500 (00 = B P ). 2.105)
j=1 J
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-Identification de ws. Nous allons maintenant identifier la fonction ws. Par (2.101) et (2.106), on a :
/YK(y) {M(S)B(S, PYT — M($)a"" G +[VB+ Vyw] } - Vybaly)dy = 0.
Par cette équation, on a :
/ K(y) [VB + Vyws] - Vyéa(y / K(y )\l (5, P) - @H} 7} VyEa(y)dy.  (2.106)

Dans (2.106),on a :

N(S)AT + Xg(S)Ag™ i

B(S,P)—p = A(S) — P
AR+ AS)F NS NS i —
- () =T,

Ainsi, on pose :

MN(SA(S) [~ ~m

E(S,P)= —————~+ — . 2.107
(5,P) = 255 | - 0" (2.107)

Maintenant, par (2.106) et (2.107), on a I’équation suivante en fonction de wsy :
[ KW (V8- B PIT + Tyl -V alv)dy = 0. (2.108)

Y
Alors, on peut représenter la fonction w; par :

:E Y, t Zgj < >t) 7E(Sa P)Qj) . (2109)

Equations homogénéisées (équations en fonction de S et P). Commencons par considérer 1’équation
(2.95). En posant £, = 0, on obtient :

—/ @(y)@la dydxdt (2.110)
QTXY at

+ /Q K@) { M) [VP + V] + [VB(S) + Vyw) = M(S)i' T } - Vpdydadt = 0.
T XY
On écrit cette équation de la maniére suivante :

00,
(@) - @2.111)

—dive{ | K@i () IVP +yu, ~ B PYFdy+ | K)a () [B(S.P) = 5| Fau)

—div, {/ K(y)p™ VB + Vw7 — E(S, P)q] dy+/ K(y)p " E(S, P) 7dy} = 0.
En prenant en compte les définitions de B(S, P) et E(S, P), on a par (2.111) :

00,
)5
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—div, { /Y K(y)p"\(S) [VP + V,w, — B(S, P)q] dy} -

~aiv. { [ KA 95(5) + Ty~ BS. YT dy | =0
Y
Maintenant, en utilisant les représentations des fonctions correctrices wy, €t wsg, on trouve :

@) 200 e, {KN(S)A" VP~ B(S, P)F) + K3 [VA(S) - B(S, P)F]} =0 @1

Maintenant, il est simple de voir que
N(S)B(S, P) + E(S, P) = M(S)n"

Ainsi, on a par (2.112) :

<<1>>% — div, [R5 [N(S)VP + VB(S) - M) ]} =0 (2.113)

Equation homogénéisée de la phase gaz. On passe maintenant a la dérivation de 1’équation homogénéisée
de la phase gazeuse. En choisissant {2 = 0 dans (2.98), on obtient :

- / @(y)@g%:dydxdt (2.114)
QTXY

+ /Q § K(y)p," {Ag(S) [VP + V] — [VB + Vyws] — AQ(S)ﬁgHy} - Vdydzdt.
T X
On écrit cette équation de la maniere suivante :

00,
()0~ (2.115)

_div, { / K ()5, 2g(S) [VP + Vyw, — B(S, P) 7] dy + / K ()5, Ay (S) [B(S, P)— @H} 7@}
Y Y

+div, { /Y K(y)[VB + Vyws — B(S, P)T)dy + /Y K@), E(S, P)?dy} 0.

Calculons la somme :

X(8)B(S,P) + 2y(8)7," + B(S, P) = =\ (S)B(S, P) + A(8)5" = 0(8) [B(5, P) - "] =

= —Xg(S)B(S, P) + Ag(S, P)pg"" = Ag(S)B(S, P) + Xg(S)a™ = =A\(S)B(S, P) + Ag(S)p,"" =

= —\(S)B(S, P) + A(S)B(S, P) = 0. En prenant en compte les définitions des fonctions B(S, P) et
E(S,P),onapar (2.115):

00,
()5, (2.116)

—div, { / K(y)Ag(S)pg™ [VP + Vyw, — B(S, P){] dy} +
Y

. ~H _
vaiv { [ KG(S)5 196+ V. = B PIT]d ) 0.
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Maintenant, en utilisant les représentations des fonctions correctrices wy, et wsg, on trouve :

<‘I’>8§;g — div, {K*Ag(S)ﬁgH [VP — B(S,P)g] - K*5," [VB — E(S, P)?}} —0. (2.117)

Il est simple de voir, que :
— X\, (S)B(S,P) + E(S, P) = —\y(S)B(S, P) — \(S) [B(S, P)— ﬁgH} — “\(S)B(S, P) + \(S)pi"

= )\ (8)5, — AT+ N (8)p = —A,(S)p, Finalement, on trouve par (2.117) :

<<I>>88®tg — div, {K*ﬁgH [Ag(S)vp —VB(S) - Ag<5)p~gH7} } — 0. (2.118)

2.8 Modele homogénéisé en terme de pressions phasiques
Nous allons maintenant, écrire le probleme homogénéisé en fonction de la saturation et pressions phasiques

homogénéisées.
Considérons 1’équation homogénéisée (2.95) :

9 _
_ / ()0, 22 dydzdt + / KW {N(S) [VP + V,w,) (2.119)
.QTXY at .QTXY

+[VB + Vyws] — )\Z(S)ﬁflﬁ} Ve + G Vy¢o] dydzdt = 0
et introduisons les fonctions dites pressions phasiques homogénéisées. On pose :
p=P+Gi(S) et py=P+Gy(5) (2.120)

Maintenant, on réécrit 1’équation (2.119) de la maniere suivante :

—/ ‘I)(y)@l%dydzcdt—i— (2.121)
QTXY at

+ /Q y K)o {N(S) [Vor = g ] + N(S)VyVi} - [V + (1 V(o] dydadt = 0

avec

Vi=wp,+ Wg. (2.122)

1
A(S)

D’une maniere similaire, en prenant en compte la définition de la fonction Py, on a par (2.98) :

—/ @(y)@gaa(’:dyd:rdt—i- (2.123)
QTXY

/Q § KW)is" {N(9) VP = 5777 | + 2(8)VyVy } - [Vip + €19, 60] dydadt =0,

1

Vg =wp —
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De manicre standard, on représente les fonctions V7, et V;; en fonction des gradients des fonctions p; et pg, par :

d d
0 - 0 ~
Vi=> &) (ag(“”“ - szg]) et Vy=> &) (;ij) - nggj> , (2.125)
j=1

j=1

ou &;(y) est la solution du probleme local (2.26). De plus, il vient de (2.125) et du Lemme (2.45), que
VAV A (S)V, € L2 (Qp; Hp, (Y)).

Maintenant, en prenant en compte la représentation (2.125) et la définition du tenseur homogénéisée (2.25),
on obtient le systeme globale en terme de pressions phasiques homogénéisées py, py :

0<S<1 dansQp;
00, . o~ H ~H
<(I)>ﬁ —div, {K o1 A(S) [Vpl — Dl 7}} =0 dans Qrp;
(2.126)
869 : * ~ H ~ H? .
(@) 2 — div, (K5, 20(8) [V, = 3, G |} =0 dans O
P.(S) =py—mp dans Q7.
Le systeme (2.126) est complété par les conditions au bord et les conditions initiales suivantes :
S(x,t) = St(x,t) et py(z,t) = pé(m,t) surI'y x (0,7, (2.127)

KN (S) Vo= "G 7 =K 5,0 (8) Vg = ™ G| T =0 surTyx (0.7). 2.128)
Finalement, les conditions initiales sont :
S(z,0) = S%z) et py(x,0) = pg(a:) dans €. (2.129)
Ainsi, nous avons le théoréme suivant :

Théoreme 2.8.1 Soient les hypothéses (H.1)-(H.8) satisfaites. Alors, la solution du probléme initiale (2.7)—

(2.10) converge a deux—échelles (a une sous-suite pres), vers la solution du probleme homogénéisé (2.126)—

(2.129).



Chapitre 3

Homogénéisation d’un modele diphasique
compressible en milieu poreux a double

porosité.

On reprend ici le texte intégral d’un article publié, dont le titre est

Homogenizaton Of Immiscible Compressible Two-Phase Flow In Double Porosity Media.

Latifa AIT MAHIOUT, Brahim AMAZIANE, Abdelhafid MOKRANE, Leonid PANKRATOV.

Résumé. Ce chapitre présente I’étude d’un écoulement diphasique immiscible et compressible liquide—gaz,
dans un milieu poreux a double porosité. Le modele microscopique est obtenu par les équations de conservation
de la masse de chaque phase, et la loi standard de Darcy—Muskat. Le probléme est écrit sous une formulation
telle que les inconnues primaires sont la pression et la saturation du liquide. Le milieu est constitué de fractures
et de blocs répartis de maniere périodique, telle que la perméabilité absolue du milieu est discontinue. Par
conséquent, le modele comprend des caractéristiques tres oscillantes. La principale difficulté dans 1’étude de
ce modele est la dégénérescence de ses équations couplées et non linéaires. On obtient la convergence des
solutions, ainsi que le modele macroscopique, en utilisant la notion de convergence a deux échelles, et la
technique de dilatation.
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HOMOGENIZATION OF IMMISCIBLE COMPRESSIBLE
TWO-PHASE FLOW IN DOUBLE POROSITY MEDIA

LATIFA AIT MAHIOUT, BRAHIM AMAZIANE,
ABDELHAFID MOKRANE, LEONID PANKRATOV

ABSTRACT. A double porosity model of multidimensional immiscible com-
pressible two-phase flow in fractured reservoirs is derived by the mathematical
theory of homogenization. Special attention is paid to developing a general
approach to incorporating compressibility of both phases. The model is writ-
ten in terms of the phase formulation, i.e. the saturation of one phase and
the pressure of the second phase are primary unknowns. This formulation
leads to a coupled system consisting of a doubly nonlinear degenerate para-
bolic equation for the pressure and a doubly nonlinear degenerate parabolic
diffusion-convection equation for the saturation, subject to appropriate bound-
ary and initial conditions. The major difficulties related to this model are in
the doubly nonlinear degenerate structure of the equations, as well as in the
coupling in the system. Furthermore, a new nonlinearity appears in the tem-
poral term of the saturation equation. The aim of this paper is to extend the
results of [9] to this more general case. With the help of a new compactness re-
sult and uniform a priori bounds for the modulus of continuity with respect to
the space and time variables, we provide a rigorous mathematical derivation of
the upscaled model by means of the two-scale convergence and the dilatation
technique.

1. INTRODUCTION

The modeling of displacement process involving two immiscible fluids is of con-
siderable importance in groundwater hydrology and reservoir engineering such as
petroleum and environmental problems. More recently, modeling multiphase flow
received an increasing attention in connection with gas migration in a nuclear waste
repository and sequestration of COy. Furthermore, fractured rock domains corre-
sponding to the so-called Excavation Damaged Zone (EDZ) receives increasing at-
tention in connection with the behaviour of geological isolation of radioactive waste
after the drilling of the wells or shafts, see, e.g., [50].

A fissured medium is a structure consisting of a porous and permeable matrix
which is interlaced on a fine scale by a system of highly permeable fissures. The
majority of fluid transport will occur along flow paths through the fissure system,
and the relative volume and storage capacity of the porous matrix is much larger
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Key words and phrases. Compressible immiscible; double porous media; two-phase flow;
fractured media homogenization; two-scale convergence.
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than that of the fissure system. When the system of fissures is so well developed
that the matrix is broken into individual blocks or cells that are isolated from each
other, there is consequently no flow directly from cell to cell, but only an exchange
of fluid between each cell and the surrounding fissure system. Therefore the large-
scale description will have to incorporate the two different flow mechanisms. For
some permeability ratios and fissure widths, the large-scale description is achieved
by introducing the so-called double porosity model. It was introduced first for
describing the global behaviour of fractured porous media by Barenblatt et al.
[16]. It has been since used in a wide range of engineering specialties related to
geohydrology, petroleum reservoir engineering, civil engineering or soil science. For
more details on the physical formulation of such problems see, e.g., [17, 49, 51].

During recent decades mathematical analysis and numerical simulation of mul-
tiphase flows in porous media have been the subject of investigation of many re-
searchers owing to important applications in reservoir simulation. There is an
extensive literature on this subject. We will not attempt a literature review here
but will merely mention a few references. Here we restrict ourselves to the mathe-
matical analysis of such models. We refer, for instance, to the books [13, 27, 31, 36,
43, 45, 52] and the references therein. The mathematical analysis and the homog-
enization of the system describing the flow of two incompressible immiscible fluids
in porous media is quite understood. Existence, uniqueness of weak solutions to
these equations, and their regularity has been shown under various assumptions on
physical data; see for instance [3, 13, 14, 25, 27, 28, 29, 36, 48] and the references
therein. A recent review of the mathematical homogenization methods developed
for incompressible immiscible two-phase flow in porous media and compressible
miscible flow in porous media can be viewed in [4, 44, 45]. We refer for instance to
[18, 19, 20, 21, 22, 41, 42] for more information on the homogenization of incom-
pressible, single phase flow through heterogeneous porous media in the framework
of the geological disposal of radioactive waste.

The double porosity problem was first studied in [15], and was then revisited in
the mathematical literature by many other authors. Here we restrict ourself to the
mathematical homogenization method as described in [45] for flow and transport
in porous media. For a recent review of the methods developed for flow through
double porosity media, we refer for instance to [12, 15, 23, 30, 32, 34, 53] and the
references therein.

However, as reported in [9], the situation is quite different for immiscible com-
pressible two-phase flow in porous media, where, only recently few results have been
obtained. In the case of immiscible two-phase flows with one (or more) compressible
fluids without any exchange between the phases, some approximate models were
studied in [37, 38, 39]. Namely, in [37] certain terms related to the compressibility
are neglected, and in [38, 39] the mass densities are assumed not to depend on the
physical pressure, but on Chavent’s global pressure. In the articles [26, 40, 46, 47],
a more general immiscible compressible two-phase flow model in porous media is
considered for fields with a single rock type and [10] treated the case with several
types of rocks. In [4, 11] homogenization results were obtained for water-gas flow
in porous media using the phase formulation, i.e. where the phase pressures and
the phase saturations are primary unknowns.

Let us also mention that, recently, a different approach based on a new global
pressure concept was introduced in [5, 7] for modeling immiscible, compressible
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two-phase flow in porous media without any simplifying assumptions. The resulting
equations are written in a fractional flow formulation and lead to a coupled system
which consists of a nonlinear parabolic equation (the global pressure equation) and a
nonlinear diffusion-convection one (the saturation equation). This new formulation
is fully equivalent to the original phase equations formulation, i.e. where the phase
pressures and the phase saturations are primary unknowns. For this model, an
existence result is obtained in [8] and homogenization results in [6].

Let us note that all the aforementioned homogenization works are restricted to
the case where the wetting phase (water) is incompressible while the non-wetting
phase (gas) is compressible, contrarily to the present work. In this paper we extend
our previous results obtained in [9] to the more complex case where both phases
are compressible which is more reasonable in gas reservoir engineering. The major
difficulties related to this model are in the nonlinear degenerate structure of the
equations, as well as in the coupling in the system. In this case a new nonlinearity
appears in the temporal term of the saturation equation. The compactness result
used in [9] is no longer valid. To obtain these results we elaborated a new approach
based on the ideas from [24, 35] to establish a new compactness result and uniform
a priori bounds for the modulus of continuity with respect to the space and time
variables.

In this paper, we will be concerned with a degenerate nonlinear system of
diffusion-convection equations in a periodic domain modeling the flow and trans-
port of immiscible compressible fluids through heterogeneous porous media, taking
into account capillary and gravity effects. We consider double porosity media, i.e.
we consider a porous medium made up of a set of porous blocks with permeability
of order 2 surrounded by a system of connected fissures, ¢, is a small parameter
which characterizes the periodicity of the blocks. There are two kinds of degener-
acy in the studied system. The first one is the classical degeneracy of the capillary
diffusion term and the second one represents the evolution terms degeneracy. In
both cases the presence of degeneracy weakens the energy estimates and makes a
proof of compactness results more involved.

The outline of the rest of the paper is as follows. In Section 2 we describe
the physical model and formulate the corresponding mathematical problem. We
also provide the assumptions on the data and a weak formulation of the problem
in terms of the global pressure and the saturation. Section 3 is devoted to the
presentation of some a priori estimates for the solutions of the problem. They
are essentially based on an energy equality. In Section 4, firstly we construct the
extensions of the saturation and the global pressure functions defined in the fissures
system and secondly we prove a compactness result adapted to our model. It’s
based on the compactness criterion of Kolmogorov—Riesz—Fréchet (see, e.g., [24,
35]). Finally, we formulate the corresponding two-scale convergence results. In
Section 5 we are dealing with the dilations of the functions defined in the matrix
part. Firstly, we introduce the notion of the dilation operator and describe its
properties. Secondly, we derive the system of equations for the dilated functions
and obtain the corresponding uniform estimates for them. Finally, we formulate
the convergence results for the dilated functions. The main result of the paper is
formulated in Section 6 and its proof is given in Section 7. The proof is based on
the two-scale convergence and the dilation techniques.
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2. FORMULATION OF THE PROBLEM

The outline of the section is as follows. First, in subsection 2.1 we present the
model equations which are valid in fractures and rock matrix. A fractional flow
formulation using the notion of the global pressure is discussed in subsection 2.2.
Then in the last subsection 2.3, we give the definition of a weak solution to our
system.

2.1. Microscopic model. We consider a reservoir @ C R? (d = 2,3) which is
assumed to be a bounded, connected Lipschitz domain with a periodic microstruc-
ture. More precisely, we will scale this periodic structure by a parameter £ which
represents the ratio of the cell size to the whole region (2 and we assume that
0 < £ < 1is a small parameter tending to zero. Let Y := (0,1)? be a periodicity
cell; we pave R? with Y. We assume that Y, is an open set with piecewise smooth
boundary 0Y;, such that Y,, € Y and we reproduce Y,, by periodicity, obtaining
a periodic open set M in R%. We denote by F the periodic set F := R?\ M, which
is obtained from the set Yy := Y \Y,,. Thus Y =Y, UY; UTy,, where 'y,
denotes the interface between the two media. Finally, we denote by x ¢ and x,, the
characteristic functions of the sets F and M. Then x,,(Z) is the periodic function
of period €Y which takes the value 1 in the set M®, union of the sets obtained from
€Y., by translations of vectors 52?:1 k;€;, where k; € Z and €;, 1 < ¢ < d, is the
canonical basis of R?, and which takes the value 0 in the set F®, complementary in
R? of this union. In other words, Xm(%) is the characteristic function of the set M*,
while x (%) is the characteristic function of F*. Now we can define the subdomains
Q¢ with » = “f” or “m” corresponding to the porous medium with the index “r’.
We set:

O, = {r e Qix;(@) =1} and 0f = {reQ:ixj@) =1}

Then Q@ = QF UTY,, UQ%, where 'y, = 005 N 0Q5, NQ and the subscript m
and f refer to the matrix and fracture, respectively. For the sake of simplicity, we
assume that Q5 N IJQ = (. We also set:

Qr:=Qx(0,7), Qg:=0x(0,7), and I, =T%, x(0,T), (21)

where T' > 0 is fixed.

We consider an immiscible compressible two-phase flow system in a porous
medium which fills the domain 2. We focus here on the general case where both
phases are compressible, the phases being ¢ and g. Let ®°(x) be the porosity of
the reservoir €2; K°(x) be the absolute permeability tensor of ; S; = S7(x,1),
S5 = Sg(x,t) be the phase saturations; k¢ = k0(57), krg = ki 4(S;) be the rela-
tive permeabilities of the phases; p; = pj(,t), p; = p;(z,t) be the phase pressures;
pe, pg be the phase densities and P, the capillary pressure.

In what follows, for the sake of presentation simplicity we neglect the source
terms, and we denote S = S7. The model for the two-phase flow is described by
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(see, e.g., [27, 31, 43]):
0<5°<1 inQp;

e

@ (2) "L — div { K (2 (S9)pe(w5) (Vi — pe(0)3) b =0 in Oz

aEE : € £ £ £ £\ = :
() =L — div { K@)y (S7)py (p5) (V05 — 0y (5)7) } =0 in O

P.(S%) =p; —pi in Qr,

where A\, (S¢) = Xg(l —5%); Ef = S%pu(p7) and =5 = (1—5%)py(p;); each function
vE = 5%, pe, Py, 2, and Ef is defined as:

g
V(@) = X3 (@)77 (2, 1) + X5 (2) 1 (2, 7). (2.3)
The velocities of the phases gj, g; are defined by Darcy-Muskat’s law:
. . Ky
G =~ K (0)N(S) (Vi — pepi)g)  with Me(S7) = () (24)
g - . S kr
Gy = — K= (@) (55) (V5 — py()g)  with Xy (S5) i= sy (29)
g

with §, pe, g being the gravity vector and the viscosities, respectively.

Now we specify the boundary and initial conditions. We suppose that the bound-
ary 02 consists of two parts I'y and I'y such that 1 NTy =0, 0Q =T'1 UT,. The
boundary conditions are given by

pg(o:,t) =0=ps(z,t) onTy x(0,T); (2.6)
G- 7 =q-7=0 onlyx(0,T). (2.7)

Finally, the initial conditions read
S¢(z,0) = S%z) and py(z,0) = pg(m) in Q. (2.8)

2.2. A fractional flow formulation. In the sequel, we use a formulation obtained
after transformation using the concept of the global pressure introduced in [13, 27].
The global pressure is defined as follows:

P =pj — Gi(S°) = p; — Gy(59), (2.9)
where the functions G¢(S%), G4(S5°) are given by:
SE
G4(S°) = G,(0) +/ A‘<S>Pc’(s)ds, (2.10)
o Als)
Gi(57) = Gy(5°) — Pe(59), (2.11)

with A(s) := Ag(s) + Ay(s), the total mobility.
Performing some simple calculations, we obtain the following properties for the
global pressure which will be used in the sequel:

Ae(S9)Vp5 + Ay (S°) VD, = A(S)VP*, (2.12)
VG (S°) = — igg)) P/(S5)VSe. (2.13)

Notice that from (2.10), (2.13) we obtain
Me(ST)VG(S%) =VB(S%) and A (ST)VG,(S%) = —VB(S9), (2.14)
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where o«
B(S%) ::/ a(u)du  with a(s) := MHD(/(S)\ (2.15)
0 A(s)
Furthermore, we have the important relation
Xg(S)IVPGI? + Ae(S9)|VE[* = A(S7)|[VP|* + [ Vb(S7) %, (2.16)
where
b(s) == /0 a(§)d¢  with a(s) := WWC’.(S)L (2.17)

If we use the global pressure and the saturation as new unknown functions, then
problem (2.2) reads

0<S5°<1 in Qg

D¢ (z) 8863 — div {Kg(a:)ﬁ; [Ae(55)VP® +VB(S%) — \e(S%)p7d) } =0 in Qr;

o< () 8;9 _div {Ks(x),ag [\ (S)VPE — VB(S7) — Ag(ss)@fg]} —0 inQr,
(2.18)
we introduced the notation
D7 = pe(P+ G(S%)) and 7 1= pg(P° + G4(S5)); (2.19)
07 = ©,(S%, P°) := S%p; and ©f = O4(5%, P°) := (1 - 5°)p. (2.20)
The system (2.18) is completed by the following boundary and initial conditions.
P=0 onTyx(0,T); (2.21)
Q- V=Q -V on =0I2x(0,T) (2.22)
where 7 and @ are defined by:
Qf == — K (2)p; [Me(S7)VP® + VB(S) — Ae(S°)p],
Q= —K=(2) [\ (S7)VP" = VB(S7) — Ag(S7)75]-
Finally, the initial conditions read
S¢(x,0) = S%x) and P°(x,0) = P°(z) in . (2.23)

2.3. A weak formulation of the problem. Let us begin this section by stating
the following assumptions.
(A1) The porosity ® = ®(y) is a Y-periodic function defined by: ®°(z) =
X7 (@)@ + X5, (2) P, with 0 < ®@p, @, < 1, where @ and @, are con-
stant that do not depend on e.
(A2) The absolute permeability tensor K¢ is given by:

K (x) := Kyx5(x) [+ 2K X5, (o)1,

where I is the unit tensor and Ky, K,, are positive constants that do not
depend on e.

(A3) The density px = pk(p), (k = £,g) is a monotone C'-function in R such
that

Px(P) = Pmin 108 p < Pmin;  Px(P) = Pmax  fOr P = Pmax;

(2.24)
Pmin < Pk(p) < Pmax fOI‘ Pmin < p < Pmax-
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Pmin, Pmaxs Pmins Pmax are constants such that 0 < ppin < pmax < +00 and
0< Pmin < Pmax < 100.

(A4) The capillary pressure function P. € C*([0,1];RT). Moreover, P.(s) < 0 in
[0,1] and P(1) = 0.

(A5) The functions A, A, belong to the space C([0,1];R") and satisfy the fol-
lowing properties:

(i) 0< Ay Ay < 1in [0,1];
(i) A¢(0) =0 and Ay(1) = 0;
(iii) there is a positive constant Lg such that Ag(s) = Ae(s)+A4(s) = Lo >0
in [0, 1].
Moreover, Ag(s) ~ s*¢ as s — 0 and A\g(s) ~ (1—s)*v as s = 1 (3¢, ¢4 > 0).

(A6) The function « given by (2.15) is a continuous function in [0, 1]. Moreover,
a(0) =a(l) =0 and a > 0 in (0,1).

(A7) The function B!, inverse of B defined in (2.15) is a Holder function of
order § with 6 € (0,1) on the interval [0, 5(1)]. Namely, there exists a
positive constant Cz such that for all s1, so € [0, 3(1)], |87 (s1)—B"(s2)] <
Cpls1 — s2l°.

(A8) The initial data for the global pressure and the saturation defined in (2.23)
are such that P% € L?(Q2) and 0 < S° < 1.

Assumptions (A1)—(A8) are classical and physically meaningful for existence results
and homogenization problems of two-phase flow in porous media. They are similar
to the assumptions made in [10] that dealt with the existence of a weak solution of
the studied problem.

Next we introduce the Sobolev space

Hf, ={ue H'(Q):u=0o0nTi},
wich is a Hilbert space when it is equipped with the norm

(]| = ||VU||(L2(Q))d .

()

Definition 2.1. We say that the pair of functions (P¢, S¢) is a weak solution to
problem (2.18)—(2.23) if
(i) 0<S*<1laein Qp.
(i) P e L*(0,T; HE ().
(iii) The boundary conditions (2.21)—(2.22) are satisfied.
(iv) For any ¢y, 4 € C([0,T]; H: (Q)) satisfying ¢¢(T') = ¢4(T) = 0, we have

—/ <I>E(x)@§% dxdt+/ ¢ ()00 da
Qr Q

ot
(2.25)
+ KE(m)ﬁ“Z{)\g(SE)(VPa —759) + VB(SE)} VS dadt = 0;
Qr
= 68@; € 0,0
— ¢ (z)0; dedt+ [ ®°(2)0,p, dz
Qr ot Q
(2.26)

| Ks(g;)ﬁ;{Ag(SE)(vpe —74) - Vﬁ(SE)} Vs ddt =0,

where ¢ and pj are defined in (2.19); ¢f = @¢(0,z), ©) = @4(0,z); ) =
S%pe(P? + Ge(S°)) and 92 = (1= 8)py(P? + G,4(57)).
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According to [10], under conditions (A1)—(A8), for each £ > 0, problem (2.25)—
(2.26) has at least one weak solution.
In what follows C, C4, ... denote generic constants that do not depend on €.

3. A PRIORI ESTIMATES

To obtain the needed uniform estimates for the solution of problem (2.2) (or the
equivalent problem (2.18)), we follow the choice of the test functions as in [9]:

o Pg d¢ , o Dy d¢

Then, as in [9], the following results hold.

Lemma 3.1. Let (p},p;) be a solution to (2.2). Then we have the energy equality

G [o@c@ndes [ K @{n(s)V5 - (V5 - putei)d

+ Xy (VDG - [V5 = py (053]} dw = 0
in the sense of distributions. Here
¢% = S"Ru(pg) + (1 = S°)Ry(pg) + F(5°),

where Ri(p) := px(p)Rx(p) — p, (k = £,9) and F(s) := [; Pe(u)du. Moreover,
Ce 2 0w QT'

Lemma 3.2. Let (p},p;) be a solution to (2.2). Then

VK (@) Ae(S9)VPE | 2 (r) + 1 K (@)Ag (S)VPYll 20y < C. (3.3)

Corollary 3.3. Let (pg,p}) be a solution to (2.2). Then

13/ Ae(SHIVDE fllL2 @5 1) + 114/ A (SF)VPG fllL20s 1)

+ellVA(S5)VPEm 2oz, 1) +ell\/Ag(SR) VDG mllr2s, ) < C.

Then we obtain the following uniform a priori estimates for the functions P¢

and 3(S°).
Lemma 3.4. Let the pair of functions (P¢,S¢) be a solution to (2.18). Then
IVB(SH)IL2@s ) + VPl 205 ) +ellVB(SR) L2 ez, 1)

(3.2)

(3.4)

+el|VPL 2o, ) < C. (3.5)

Moreover,
1PFll 205 1) + 1B(S9) I L2r) < C, (3.6)
1Prllz2 oz, ) < C. (3.7)

Now we pass to the uniform bounds for the time derivatives of the functions ©F
and S°. In a standard way (see, e.g., [4, 9]) we can prove the following lemma.
Lemma 3.5. Let the pair of functions (P%,S%) be a solution to (2.18). Then for
r= f7 m)

{0:(®,07,)}e>0 is uniformly bounded in L*(0,T; H ' (€2));

{0:(2,05 ) }ex0 is uniformly bounded in L2(0,T; HH(Q9)). (3.9)
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4. CONVERGENCE OF {Pf}c>0, {SF}e>0, {07 t}e>0, {Of f}e>o0

In this section, we obtain compactness results that will be used in passing to
the limit as ¢ tends to zero in the weak formulation. The compactness result used
in [9] is no longer valid. To obtain these results we elaborated a new approach
based on the ideas from [24, 35] to establish a new compactness result and uniform
a priori bounds for the modulus of continuity with respect to the space and time
variables. It is achieved in several steps. First, in subsection 4.1 we extend the
function SJ% from the subdomain Q‘Ji to the whole 2 and obtain uniform estimates

for the extended function §J§ Then in Section 4.2, using the uniform estimates
for the function 13; which follow from Lemma 3.4, the definition of the extension
operator, and the corresponding bounds for Se %, We prove the compactness result

for the families {©5 fte>0 and {@ fte>0, where o3 e @; s are extensions of the
functions ©7 ;, ©F ; from the subdomaln Q25 to the whole €2 which will be specified
at the end of subsection 4.1. Finally, in subsection 4.3 we formulate the two—scale
convergence which will be used in the derivation of the homogenized system.

4.1. Extensions of the functions 5%, 67 ;, © ;. Consider the function 5%. To
extend SJEC, following the ideas of [23], we use the monotone function 8 defined in
(2.15). Let us introduce the function

S}
B3 (x,t) == B(S}) :/0 ~afu) du. (4.1)

Then it follows from condition (A6) that 0 < B7 < maxseo,1] a(s) a.e. in Q5 1.
Furthermore, from (3.5) we have

IVBilL2as ) < C. (4.2)

Let I1° : H'(Q3) — H'(Q) be the standard extension operator cf. [1]. Then we
have

0< ch = 11545 < sgl[%ﬁ] a(s) a.e. in Qr, ||V§;HL2(QT) < C.

Now we can extend the function Sjc from the subdomain Q? to the whole . We

denote this extension by gjc and define it as:
S5 = (8)"1(87)-
This implies that

/ IVB(S5)[Pdedt <C,0< 55 <1 ae. in Qr. (4.3)

Qr

Finally consider the sequences {©5 ,}c>0 and {©f ,}c>0. We recall that ©F ; :=
pe (P5 + Gi(85))S5 and €5 ; := py(Pf + G,4(55))(1 — S5). Then we define the
extension of the function ©3 to the whole Q by

05 ;== pe(Pf + Go(85))S5 and O ; := py(P§ + Gy(S5))(1 - 55),  (4.4)

where ﬁj‘f = HEPJ? is the extension of the function PJ‘?.
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4.2. Compactness of the sequences {©] ;}.>0, {©] ;}c>0. The following con-
vergence result is valid.

Proposition 4.1. Under our standing assumptions there exist the functions L1, Lg
such that

(:)Zf — Ly strongly in L*(Q7), (4.5)
(:);f — Ly strongly in L*(Qr). (4.6)

Proof. We will prove the convergence result for the sequence {(:)j f}8>0, the corre-

sponding result for the sequence {(:)Z #}e>0 can be obtained by similar arguments.

The scheme of the proof is as follows. We apply the compactness criterion of
Kolmogorov-Riesz-Fréchet (see, e.g., [24, 35]) in the space L!(27). To this end we
have to obtain the moduli of continuity with respect to the space and temporal
variables (see Lemmata 4.2, 4.6 below). Finally, the uniform boundedness of the
function ©F ; imply the desired convergence result (4.5) in the space L?(Qr). O

We start with the following result which can be proved by arguments similar to
those from Lemma 4.2 in [9].

Lemma 4.2 (Modulus of continuity with respect to the space variable). Let con-

ditions (A1)—(A8) be fulfilled. Then for |Ax| sufficiently small,

T
//‘@j)f(x—l—Ax,t)—@j’f(x,t)|2dwdt<C|Aa:|9, (4.7)
0 Q

where 6 € (0,1) is defined in condition (A7).

Now we turn to the derivation of the modulus of continuity with respect to the
temporal variable. To do this, for any § > 0, we introduce the functions

529 .= min {1-6,max(6,5;)} withr=f,m.
Let us estimate the norm of the function S5 (r = f,m) in L?(0, T} HY(Q 1))
Lemma 4.3. Under our standing assumptions,
”S?é”L?(O,T;Hl(Q?T)) + 5||S76r26||L2(0,T;H1(an)T)) <0, (4.8)
where 1 := (3¢ + 24) and C is a constant that does not depend on €, 6.
Proof. We consider the function S5, the estimate for the function 529 can be

obtained in a similar way. It is evident that S;"s (as well as S%) belongs to the

space LQ(Q?T). Now we are going to estimate VS;"S. From Lemma 3.4 we know
that

”vﬂ(SJEC)HLQ(Q?T) <C.
Then it is clear that
||Vﬁ(5;’6)||L2(Q;,T) < ||V6(5;)”L2(Q?T) <C, (4.9)

where C' is a constant that does not depend on &,6. Moreover, condition (A5)
implies the inequalities:

Me(S7°) = €167 and Ag(S7°) > Ca07. (4.10)
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Then taking into account the definition of the functions § and « (see (2.15)) and
conditions (A4), (A5), from (4.10), we have that

C1Cs

a(S7°) > €160 %) with C; = n |P(s)|. (4.11)
SE[O 1]
Then from (4.9), (4.11)
> IVA(ST)l3 0 / / 2(557)|VS7° 2 da dt
2 C%&Q(%g—‘—%g)/ / |VS?5‘2 dl‘ dt (412)
o Jog
2, >, 76
:@52( o+ g)||v5; H%Q(QM)'
The inequality (4.11) implies that
V55|13 ) < C om0t (4.13)
and inequality (4.8) is proved. This completes the proof of Lemma 4.3. O

In what follows we use a technical lemma which can be proved using the Fubini
theorem.

Lemma 4.4. For h sufficiently small, 0 < h < L and for integrable functions

S1(t), Sal(t) it holds: 2

T min(t+h,T) T ¢
/0 91(t)(/ax(t’h) Ga(7) dr) dt:/h 92(t)( Hgl(T)dT) dt.

m.

Now, fore >0 and 0 < h < %, let us introduce the function

min(t+h,T) s
Lpe’a’h(x,t) — / h@—h@;’ (m,T) dr,

max(t,h) (414)
with 8_h'v(t) = —U(t) — Z(t — h),
where
05 (2, 1) := pe(P® + Go(557)) §9. (4.15)

£,0,h

The properties of ¢ are described by the next lemma.

Lemma 4.5. Lete > 0,0 < d < 1, and let h > 0 be small enough. There exist
a constant C which does not depend on £,8, and h such that for the sequence of
functions defined by (4.14) it holds

= e L2(0,T; HE ()); (4.16)
=M (2, T) = 0; (4.17)
05" 2(ap) < C B (4.18)
||V<p6’5’h||L2(QE <Ché™; (4.19)
6||V905’5’h||L2(anyT) <Ché™, (4.20)

Here
n = (st + ). (4.21)
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Proof. The regularity property (4.16) follows immediately from Lemma 3.4 and
Lemma 4.3. Moreover, taking into account that S¢ = 1 and P = const on I'; x
(0,T) (see Section 2), according to the definition of the function S°, we have that
=% =0 on Ty x (0,7).

Result (4.17) follows directly from the definition of the function ¢=%". In fact,

o=@, T) = /

max(T,h)

min(T+h,T) T
hd~ e (x, ) dr = /T ho~ "0 (x,7)dr = 0.

Bound (4.18) also follows immediately from the definition of %" since min(t+
h,T) — max(¢,h) < h and the function @Z’é is uniformly bounded in L (7).

For bound (4.19), we have
||V¢E’5’h||%2(sz;j)

min(t+h,T) )
/ [/ VO i (z,7) — VO j(x, 7 — h)] dT} dodt == J°°.

max(t,h)

(4.22)

N

Let us estimate the right-hand side of (4.22). Since [min(¢ + h, T') — max(t, h)] < h,
from Cauchy’s inequality, for a.e. (z,t) € Q% ;- we obtain

min(t+h,T) s 5
/ (VO (z,7) — VO (2,7 — h)|dr

max(t,h)

min(t+h,T) 1/2
< hl/z[/ N VO35, 7) — VO .7 — h)[*ar] .

Therefore, from this inequality we obtain

T min(t+h,T) 5
3 < Ch/o /5 / |V@ﬁf T, T)— V@Z’fc(zm—h)’ dT} dz dt. (4.23)

max(t,h)

Now we apply Lemma 4.4 with G1(¢) := 1 and Ga(t) := |V@Z’?(m, T)— V@Z’?(w, T
h)|? in the right-hand side of (4.23). We have:

T min(t+h,T) 9
/ [/ |V@55 (x,7) — V@Z’;(m,r — h)| dT} dt
0

max(t,h)
T -
= / VO (1) — VO (2.t - h) [/ Ldr] dt
h ’ ' t—h
r 2
= h/h VO (x,t) — VO (2, t — h)|” dt.
Then, by (4.23), we deduce that
HE ,0

ChQ/ / V05w, t) — VO (x,t — h)|* dt du

T
<o //h |V®z’?(x,t)|2dtdx+/a/h V5 (.t = h)[ dt de]
f f

5
< Ch2||V@Zf||%2(Q;’T)'

(4.24)
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It remains to estimate the right-hand side of (4.24). To this end we rewrite
€,0
VO, as follows:

YOS = pi (PF+ Go(S5°)) VS0 + p STOVPE + p STOVG(S5°).  (4.25)
Then, from (4.25), conditions (A3), (A5), and the definition of the function Gy, we
have

0
19055132 5., )
< P V5 e ) + ClIVP Iagas ) + IPIVSS

|2
LZ(Q?T) .

To estimate the right-hand side of (4.26), we make use of condition (A4), bound
(4.8), and Lemma 4.3. Taking into account that ¢ is sufficiently small, we obtain

VO 1R qs g < C 6200, (4.27)
Now, from (4.22), (4.24), and (4.27), for ¢ sufficiently small, we obtain
IV | Za s ) < ChZ 6720+ (4.28)

and the bound (4.19) is proved.
The proof of the bound (4.20) can be done by arguments similar to ones used in
the proof of (4.19). This completes the proof of Lemma 4.5. O

_ Now we are in a position to estimate the modulus of continuity of the function
0f

Lemma 4.6 (Modulus of continuity with respect to time ). Under our standing

assumptions, for all h € (0,T) and § sufficiently small, we have

T
~ = 11
/ /‘@Zf(:c,t)—G)Zf(x,t—h)|2dxdt<0h" witha::min{§,2—n}, (4.29)
h JQ

where ) is defined in (4.21) and C is a constant which does not depend on € and h.

Proof. Let us insert the function %" = =%/ (z,t) in equation (2.25). We have

/ @%x)%gps"s’h dx dt
or (4.30)
+ Ks(x)ﬁj{)\g(SE)(VPE —759) + VB(SE)} V= g dt = 0.
Qp

Taking into account the definition of the function %" and condition (A1), for the
first term in the left-hand side of (4.30), we have

If((pf";’h) D= /Q @E(I)—aee 305’5’h dz dt

ot
T
T a@; min(t+h,T)
»f —h Q&0
= by — / ho™"©, % (x, 7) dr| dx dt

max(t,h)

T 8@; . min(t+h,T) .
+ / / Dy | / ho O (v, ) dr | da dt.
o Jas, ot ’

max(t,h)
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Now Lemma 4.4 implies

T L 9e3
I (=0 :/ / O h0~"05 0 (x,t / 8L dr| dedt
% ) . . ! Z,f(x7 )[ L, or T} x
T t Hec
) —h Q&0 £,m
+/h / W hd @e’m(x,t)[/t_hiaT dr| de di

T
- @f/ / (05 (1) — ©5 (.t — )}

x {@[f x,t) — @Z’?(m,tf h)} du dt

<I>m/ / {@Z,m(x, t) — O (2t — h)}

X {955 (x,1) @Z:fn(%t—h)}dacdt
R =N 5 0
L= 950+ 950,
Considering the integrand in the first term of (4.31), we have
(05 (x,t) — ©F (x,t — h)] [073(x,t) — 7} (x,t — )]
2
= |92f(x,t) - Zf(xﬂf — h)|
+ (05 (@) — OF f(x,t — h)] [O7 ) (z, 1) — ©F f(,1)] (4.32)
- [@Zf(l‘vt) - Zf(x?t - h)} [@;:?(.’L’,t - h) - G)Zf(xa t— h’)]
1 =167 (1) — 65wt — B)[* + T7°" (w,8) — T (1),
Then the first term in the right-hand side of (4.31) can be rewritten as

(4.31)

T
g;ﬁchf/h /S 105 (2, 1) — 5 (xt — h)| de dt
f

T T
+q>f/ / ’E‘f"s’h(x,t)dzdt—q)f/ / TS (2, t) da dt.
h /95 h /95

It is easy to see that
075 (x,t) — 05 ;(x,1)| <C6 and |O7}(z,t—h) —OF j(x,t—h)| < C,

where C'is a constant that does not depend on ¢, d, h. Let us consider, for example,
the first bound, the second one can be obtained by similar arguments. We have

105 5 (x,t) — O3} (z,1)]

< |pe(P° + Ge(S5))S5 — pe(P* + Ge(57))S5”|

+ |pe(P* + Gi(S7))S7° — pu(P* + Gu(S7°)) 55|

Pmax|SF — SF °| + |pe(P* + Ge(S5)) — pe(PF + GZ(S?‘;))| (4.34)
Pmaxd + 94| Ge(S) — Ge(S7°))|

pmaxd + py |Pe(S5) = Pe(S7°)]

pumaxd + oy PL| S5 — S3°| < €8

(4.33)

INCININ N
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Since the function ©F ; is uniformly bounded in Qr, from (4.33) and (4.34) we
have

T
37’ = ‘bf/h /Q 105 5(2,1) = 05 s (2.t = b)[* dwdt +5° (4.35)
:

with |j‘;’5| < C§, where C' is a constant that does not depend on ¢, 4, h.

In a similar way, one obtains
T
5o — o, / / 105 (. 8) — O (.t — B)| dedt + 550 (4.36)
hoJos,

with |jf;f < 9, where C' is a constant that does not depend on ¢,d, h. Then we
obtain

T
IE(p=0h) > @f/ / 07 (1) — ©F (.t — h)}2 dx dt +jj;5 +j80. (4.37)
h €
f
Next, we estimate the right-hand side of (4.30). To this end we use the notation:

K@) {087 (VP2 i) +VB(5°) p 0 dwdt = 13 (67 117, (7).

We have
15675 + |15, (75
< Ko7 {Ae(S5)VP; + VB(S5) — ﬁj/\é(sjf)gﬁ}”LQ(Q?T)||V<P€767h“L2(Q?T)
+ el Kmpg {Me(S5,)V Py, + VB(S5,) — piAe(S5) 7 22 o,

1)

(4.38)

% €|‘v§05,6,h||L2(QfmT)'

Then for I}%(goav‘s’h), I%, (59" from (A3), (A5), the a priori estimates (3.5), (4.19),
and (4.20) we obtain

115 (050M)| + | I5,(9>"™)| < CLh 6", (4.39)
From (4.30), (4.37), and (4.39), we obtain the bound

T
/ / |6§7f(x7t) — 07 f(z,t - h)‘2 dxdt < Crho™ "+ Co6. (4.40)
h €
7
Now we set: 6 = §(h) = h'/?". Then from (4.40) we have
g € € 2 . 11
|®f’f(x,t) - 07 f(z,t— h)|"dedt < Ch” with o := mln{§7 2—} (4.41)
h ; n
Finally, taking into account the fact that the extension is by reflection, from

(4.41), we obtain the desired estimate (4.29) and Lemma 4.6 is proved. O

By the Kolmogorov-Riesz-Fréchet compactness criterion, the compactness of the
sequences {Of ;}c>0, {Of ;}e>0 is a consequence of Lemmata 4.2, 4.6 (evidently,
with the corresponding change of the index ”¢” by ”¢” for the sequence {é;,f}wo).
It assures the following convergence results:

ézf — Ly strongly in L*(Qr), (4.42)

é;)f — Ly strongly in L*(Qr). (4.43)
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Now taking into account the L°°-boundedness of the functions éi Iz éz 7 we, finally,
arrive to the desired convergence results (4.5), (4.6). This completes the proof of
Proposition 4.1.

Corollary 4.7. There ezist the functions P,S € L?(Q27) such that (up to a subse-
quence), we have

]3}': — P a.ein Qr; (4.44)
gjc — S a.einQp. (4.45)
Proof. By Proposition 4.1 we conclude that there exist the functions Ly, Ls such
that
(:)Zf — Ly strongly in L?(Q7) and a.e. in Qr;
é;f — Ly strongly in LQ(QT) and a.e. in Q7.
Now, we will use the fact that the function D given by
D(S5, Pf) = (07 4(S}, Pf), 04 £ (57, Pf))
is a diffeomorphism from [0,1] x R to D([0,1] x R) (for more details see [7]) so

it has continuous inverse. Therefore, almost everywhere in {17 convergence of
©5 ; (5%, Pf) (r € {£,g}) implies (4.44) and (4.45). Corollary 4.7 is proved.

4.3. Two—scale convergence results. In this section, taking into account the
compactness results from the previous section, we formulate the convergence results
for the sequences {Pf}.>0, {Sj}e>0, {65 f}eso with 7 € {/,g}. In this paper the
homogenization process for the problem is rigorously obtained by using the two-
scale approach, see, e.g., [2]. For reader’s convenience, let us recall the definition
of the two-scale convergence.

Definition 4.8. A sequence of functions {v¢}.~q C L?(Qr) two-scale converges to
ve L*(Qp xY) if [|[v%]| L2(0,) < O, and for any test function ¢ € C(Qr; Cher(Y))
the following relation holds

lim ve(z,t) o(x, f,t) dr dt = / v(x,y,t) p(z,y,t) dy dr dt.
=0 /o, € QrxY

This convergence is denoted by v¢(z,t) 2 v(x,y,t).
Now we summarize the convergence results for the sequences { P }c~0, {55 }e>o0,

{9’5}}90 (r € {¢,g}). They are given by the following lemma.

Lemma 4.9. There exist a function S such that 0 < S < 1 a.e. in Qp, and
functions P e L*(0,T; H'(Q)), P1,p1 € L*(Qp; H).(Y)) such that up to a subse-
quence,

§J§ — S strongly in L*(Qr) and a.e. in Qr; (4.46)
B(gff) — B(S) strongly in L*(Q7); ( )

]3; — P strongly in L*(Qr) and a.e. in Qr; (4.48)
P§ — P weakly in L*(0, T; H(Q)); (4.49)

05 1 — pe(P + Gy (S))S strongly in L*(Qr); (4.50)
05 7 = pg(P + Gy(S))(1 — S) strongly in L*(Qr); (4.51)
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V P} (x,t) 25 VP(2, 1) + V Py (2,1, 9); (4.52)
VB(S5)(w,t) 25 VB(S)(,t) + VyBi (@, ,y)- (4.53)

The proof of the above lemma is based on the a priori estimates obtained in
Section 3, Proposition 4.1, Corollary 4.7, and two-scale convergence arguments
similar to those in [2] (see also Lemma 4.8 from [4] for similar arguments).

5. DILATION OPERATOR AND CONVERGENCE RESULTS

It is known that by the nonlinearities and the strong coupling of the problem,
the two—scale convergence does not provide an explicit form for the source terms
appearing in the homogenized model, see for instance [23, 32, 53]. To overcome
this difficulty the authors make use of the dilation operator. Here we refer to
[15, 23, 32, 53] for the definition and main properties of the dilation operator. Let
us also notice that the notion of the dilation operator is closely related to the
notion of the unfolding operator. We refer here, e.g., to [33] for the definition and
the properties of this operator.

The outline of the section is as follows. First, in Section 5.1 we introducethe defi-
nition of the dilation operator and describe its main properties. Then in Section 5.2
we obtain the equations for the dilated saturation and the global pressure functions
and the corresponding uniform estimates. Finally, in Section 5.3 we consider the
convergence results for the dilated functions.

5.1. Definition of the dilation operator and its main properties.

Definition 5.1. For a given ¢ > 0, we define a dilation operator D¢ mapping
measurable functions defined in €27, ;- to measurable functions defined in Qr x Y;,
by

V(e (x) +ey,t), if *(z) + ey € Qf;

. (5.1)
0, otherwise,

(Ds¢)($a yvt) = {

where ¢f(z) := ek if 2 € e(Y,, + k). Here k € Z¢ denotes the lattice translation
point of the e-cell domain which contains x.

The basic properties of the dilation operator are given by the following lemma
(see [15, 53]).
Lemma 5.2. Let v,w € L*(0,T; H'(Q%,)). Then we have
VyDfv =eD*(Vyv) a.e. in Qp X Yp; (5.2)
D[ 2 (7 xvim) = V]l22(0r);
HV@;DEU||L2(QTme) =¢|| DV, ’U||L2(an‘T)§
(D0, D*w) 12 (07 xv,,) = (0, W) L2(0, 15
(D0, w) L2(Q7 x¥,n) = (0 D°W) 207 x V) -
The following lemma gives the link between the two-scale and the weak conver-
gence (see, e.g., [23]).
Lemma 5.3. Let {v°}.s0 be a uniformly bounded sequence in Lz(an,T) that sat-
isfies the conditions:
(i) Dv® — v° weakly in L*(Qr; L2, (Yi));

per
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(i) 15, (2)0° 2 v* € L2(Qr5 L2 (Ym)-
Then v° = v* a.e. in Qr X Y,,.

Also we have the following result (see, e.g., [32, 53]).

Lemma 5.4. If v* € L*(;, 1) and 15,(x)v° 2 ve L2(Q; L2 (Yim)) then Dv®

converges to v strongly in L(Qr X Y,,), where” 237 denotes the strong two—scale
convergence. If v € L?(Qr) is considered as an element of L*(Qr x Y,,) constant
in y, then Dv converges strongly to v in L*(Qr X Y,,).

5.2. Dilated functions D°S;,, D*PZ;, and their properties. Let us introduce
the following notation for the dilated functions defined on the matrix part of the
reservoir €2

., =D°P;, s, :=D°S.. O :=DB; = pB(s5,), (5.3)
and
O = D07 1 = pe(pi + Ge (57,)) 57
0y m = DOy, = pg(pm + Gy (s5,)) (1 —s5,).
The goal of this section is to derive the equations for the dilated functions s, , p%,

and using Lemma 5.2 to obtain the corresponding uniform estimates.
First, we establish the following result.

(5.4)

Lemma 5.5. For any € > 0 and for a.e. x € §Q, the dilated functions s5,,p5,
defined by (5.3) are the solutions of the system

0<s), <1;
o % — div {K pe (85,05, )[/\g(s6 YWt
m ot y m m>s m
+ V’ﬂfn - EA@(S )pf m7pm ] (55)
895
., 8t —divy, mpg( 7p$n)[ ( ) VD5,

_Vﬂsm_g)‘g(s )pg mapm)g}}zo

in L*(0,T; H='(Yn)). Here py (s5,,p5,) = px(p5, + Gk (57,)) (k=1{,g).

The proof of the above can be done by the arguments similar to those used in
the proof of [53, Lemma 6.7].

We complete system (5.5) with the boundary and initial conditions. The bound-
ary conditions are

Pn(@,y,1) = Piley + (), 1), U5, (x,y,8) = Pyley + < (x),t)  (5.6)
in HY/2(Cgy,) for (z,t) € O, 7, where 5 := 5(S5). The initial conditions are
Pon(,,0) = D°Pp(2,y), 55, (2,9,0) = DS (z,y) inQx Yy (5.7)
For z outside the matrix part by the definition (5.1), we set
P, (x,y,t) = 85, (z,y,t) =0 in HY/?(Tp,,) forz e Q\Q5,, t€(0,7). (5.8)
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Remark 5.6. There is no confusion that in (5.7) we use again the notation D®,
for the dilatation operator defined for L?(f2)-functions which maps them to the
functions in L?(Q2 x Y,,,) by the formula

(D)(,y) := pley + ¢ (x)). (5.9)

Remark 5.7. We note that problem (5.5) with non-homogeneous Dirichlet bound-
ary conditions (5.6) and initial conditions (5.7) corresponds to a family of problems
in Y, x (0,T) parameterized by the slow variable z and depending on it through
the boundary data (5.6).

The following lemma contains the uniform a priori estimates for the dilated
solutions s¢,, p5, of (5.5).

Lemma 5.8. Let (pZ,,s5,) be a solution to (5.5)-(5.7). There exists a constant C

that does not depend on ? and such that
0<s;, <1 ae inQpxYy; (5.10)
1Pl 2@ m, (vi)) + 105l 220 m, (i) < €5 (5.11)
19 (@ 07 1) L2 (0 1 v,y T 106( P 0 i)l 200 vy S €5 (5:12)

where 95, := DBE = [(s5,).

Proof. Statement (5.10) is evident. The uniform estimate (5.11) easy follow from
the uniform bounds (3.5), (3.7), and Lemma 5.2. The bound (5.12) follows from
Lemmata 5.2, 3.5. The proof is complete. O

5.3. Convergence results for the dilated functions p;,, s7,, 07 ,,,0; ,,. In this
section we establish convergence results which will be used below to obtain the
homogenized system. From Lemmata 5.3, 5.8 we get the following convergence

results.
Lemma 5.9. Let (p5,, s5,) be a solution to (5.5)~(5.7). Then (up to a subsequence),
Xon S Rse L*(Qr; L2, (Y)), 55, — s weakly in L*(Qp x Y,); (5.13)

m per

Xon PS Rpe L*(Qr; L2, (Ym)), 15, — p weakly in L*(Qp; H(Y,,));  (5.14)

m per

eV, P B V,p e L2(Qr; L2 (Vo)) (5.15)
XaB(S5) 05 B(s5,) — 9" weakly in L*(Qrs H' (Yyn));
£V.B(55,) 2 v,0%,

where x5, = x5, (x) is the characteristic function of the subdomain QF, .

(5.16)

Remark 5.10. The limit J* will be identified below. More precisely, it will be
shown that ¥* = 5(s).

It is clear that the convergence results of Lemma 5.9 above are not sufficient
for derivation of the equations for the limit functions s,p. In order to overcome
this difficulty, we introduce the restrictions of the dilated functions s, p$, which
are defined below. The key feature of the newly introduced functions is that they
possess more compactness properties than the dilated functions introduced in (5.3),
(5.4). To this end, following [32], we fix z = x¢ € Q and define the restrictions of

so,, 05, to the e—cell containing the point zy. These functions are defined in the
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domain Y,,, x (0,7) and are constants in the slow variable z. In order to obtain the
uniform estimates for the restricted functions (they are similar to the corresponding
estimates for Pf, S§ from Section 3) we make use of the estimates (5.10)—(5.11).
Then we proceed as follows. First, we define the restrictions of s7,, pf, to a cell K7
which is a cube containing zo € 2 and the length e. We denote by k(zg,¢) € Z%
such that K := E(Y + k:(xo,s)). Due to the definition of the dilation operator,
the functions s, p;, are constant in x in K . The restricted functions are given

by:

se., ifxe K¢ ; ps, ifx e K& ;
Sz (Y5 1) =14 " 0 Phae (W) =" 7 (5.17)
0, otherwise; 0, otherwise.

For any € > 0, the pair of functions (s, ,,,P5,.z,) 15 @ solution to (5.5)-(5.7) in
Y, x (0, 7).
Now we obtain the uniform, in €, for the functions s

for a.e. zg € 2. We have.

g (>
m,xro’ pm,xo

defined in (5.17),

Lemma 5.11. For a.e. z¢ € §, there is a constant C = C(x¢) which does not
depend on € and such that

1P, 20 |2 0,751, (Vi) + 105020 I L2 0,713 (Vi) < C0), (5.18)

||8t(q)m oz,m,zo)||L2(0,T;H;elr(ym)) + ”at(q)m eg,m,zo)HL2(0,T;HL;elr(ym)) <G (5~19)

where

07m,z0 = Pe(Prm,ao T Gt (Sinzy)) St g
ez,m,zo = pg(pfn,xo + Gg (Sin,,xo)) (1 - Sin,xo)'

Next we establish a compactness for the families {07, . }e>0 and {0 ., . }e>o.
We obtain this compactness result by applying [4, Lemma 4.2].

Proposition 5.12. Under our standing assumptions, for a.e. xo € ), the families
05 mzo ye>0 and {05, . Yeso are compact sets in L*(Yy, x (0,T)).

6. FORMULATION OF THE MAIN RESULT

We study the asymptotic behavior of the solution to problem (2.2) (through the
equivalent problem (2.18)) as e — 0. In particular, we are going to show that the
effective model is

0<S<1 inQp;
auz - leT {K* Pe )\g(S) [VPg - pgﬁ]} = Qg in QT;
ot (6.1)

—

o=
o' —1L — div, {K 0y Ay () [V P, = py] } =9y im O
P.(S)=P,— P, inQr.

@*

Here we use the following notation:
e S, Py, P; denote the homogenized water saturation, water pressure, and gas
pressure, respectively.
e ®* denotes the effective porosity and is given by

* = Pyt (6.2)
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where |Y,.| is the measure of the set Y., r = f,m
e K* is the homogenized tensor with the entries K defined by:

K3 o= }Ifmfl . V& + &l[Vy& + €] dy, (6.3)
where ¢; is a solution of the auxiliary problem
—Ay§; =0 in ¥
V& -V=—¢€ -7 onlpy; (6.4)

y— &(y)  Y-periodic.

=

e The functions =7, =] are

Zi = Spe(P) and Ej:= (1—S)p, (Py). (6.5)

=g
For almost all point z € € a matrix block Yy, C R? is suspended topologically.
Equations for flow in a matrix block are given by

0<s<1 inQp x Yo

o0r |
q)maitz — ley {Km pf(pf)AK (S)vypg} =0 1in QT X Ym’
6.6)
ol (
(bmaitg - diVy {Kang(pg)Ag(s)vypg} = O in QT X }/7”;

P.(s) =pg —pe inQp X Y,.

Here we use the following notation:

® s, pp, pg denote the water saturation, the water and gas pressures in the block
Y., respectively.

e The functions 67, 67 are defined by

07 == spe(pe) and 05 := (1 —s)pg(py)- (6.7)
For any x € Q and ¢ > 0, the matrix-fracture sources are given by

P, 00y D, 00*
= - t)d d = - -2 t) dy. .
Q=g [ Gy ndy and 9yi= g [ Sy nay 65)

The boundary conditions for the effective system (6.1) are given by
Py(z,t) = Py(z,t) =0 onTy x (0,T);
K*pg(Py)Ag(S)(V Py — pg(Py)F) -7 =0 on Ty x (0,T); (6.9)
K*pe(Pe) e (S )(VPg pe(Pr)G) -7 =0 onTyx (0,T).
The interface conditions for the system (6.6) are given by:

Pg(1'7t) = pf(xvzht) on QT X Ffma

Py(x,t) = pg(x,y,t) on Qp x Ty, (6.10)

Finally, the initial conditions read
S(z,0) = S%x) and Py(z,0)= pg(x) in Q, (6.11)
s(z,y,0) = S%(x) and p,(z,y,0) = pg(x) in Q xY,,. (6.12)

The main result of the paper reads as follows.
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Theorem 6.1. Let assumptions (A1)—(A8) be fulfilled. Then the solution of initial
problem (2.2) converges (up to a subsequence) in the two-scale sense to a weak
solution of homogenized problem (6.1).

7. PROOF OF THEOREM 6.1

The proof of the homogenization result will be done in several steps. Using
the convergence and compactness results from Section 4 we pass to the limit in
equations (2.25), (2.26). This is done in Section 7.1. The passage to the limit in
the matrix blocks makes use of the dilation operator defined in Section 5 above.
In the passage to the limit in (2.25), (2.26) we see that the homogenized equations
contain, first of all, the corrector functions Py, 51 defined in Lemma 4.9 as well as
non-explicit limits Lgm,Lgm (see Section 7.1). The corrector functions are then
identified in Section 7.2. Having obtained the homogenized equations in terms of
the global pressure and saturation, we can reformulate these equations in terms of
new unknown functions that it is naturally to call the homogenized phase pressures.
They are defined as follows: Py, := P 4+ G¢(S) and P, := P + G4(S). However, in
these equations the limits L; ,, Ly, are still non identified. To obtain the explicit
form of these limits we make use of the ideas from [32]. This completes the proof
of the main result of the paper.

7.1. Passage to the limit in the equation (2.25), (2.26). We set

~

I8

1)
) Ga(2) (7.1)

9

wo(z, g,t) :=(x,t) + e((x,

~ ™

= @(l’,t) +5C1($7
= ¢(z,t) +eC*(x,1),

where ¢ € D(Qr),¢1 € D(Qr), (2 € C(Y), and plug the function ¢, in (2.25).
This yields

~. [Op = OC
—q>/ S(2)08 ;| == +¢ dx dt
! QTXf() ”[at at}

[ @ ANV Ef - 74 7] + V)

X [V +eVy(* + V,(Fldadt

~,, /QT X5(@) ©5,, [%‘: + Eaag:} dx dt 72
22K [ GNP~ ) + 555
x [V + EVZCE + V¢l dzdt =0,
where
Pi.s = pe(S7, Pf) := po(PF + Ge(S55)), 3

Pem = Pe (S Pr) = pe(Py, + Ge(S,))-

)
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Taking into account the convergence results from Lemmata 4.9, 5.9, we pass to
the two-scale limit in (7.2) as e — 0 and get the first homogenized equation

dyp
—|Yy|® / O — dx dt
[Yr|®y o, ot
+ Ky / pg{/\g(S) [VP + VP — pegd| + [VB+ V5] } Yodydzdt (7.4)
Qr XYy

=o,, / Lgvm(x,%t)%—f(nt) dy dx dt,
Qr XY,
where
pe=pe (P+Gi(S)) and O} := S5 py; (7.5)
the function Y, is T, := [V + (1 V, (o], finally, the function Ly, = Lo m (2, y,1) is

defined as a two-scale limit of the sequence {©7,, }e>0 as € — 0. Namely,

0. X Lo € LX(Qr; L2 (Yin)). (7.6)

per

In a similar way we pass to the two-scale limit in equation (2.26) and get the
second homogenized equation

Iy
— |Y¢|® Or— dx dt
| f‘ f/QT 90t €
+Kf/ po{ () [VP + Vy P = pyg] = [VB+ V1] b Yo dydudt (7.7)
QTXYf

=&, / Lg,m(l'a Y, t)aﬁ(xa t) dy dx dt,
QTXYm at
where
pg = pg (P+Gy(S)) and O} :=(1-25)py; (7.8)

the function Ly, = Lgm(x,y,t) is defined as a two-scale limit of the sequence
{®Z,m}s>o as € — 0. Namely,

0% 2 Ly € L2303 L2, (Yin)). (7.9)

per

7.2. Identification of the corrector functions P;, $; and homogenized
equations. Step 1. Identification of P;. Consider the equations (7.4), (7.7).
We set ¢ = 0. We get: Taking into account that py, p, are strictly positive and do
not depend on y, we obtain

/Y {M(S)[VP+ VP = pug] + [VB+ V8] } - Va(y) dy =0, (7.10)

[ )P+ 9,8 - pud] - (954 V,80)} Vet dy 0. (1)
Now adding (7.10) and (7.11), we obtain

/Y INS)VP+V, P~ [M(8) pr + 20(8) 9] 7} - Vyaly) dy = 0. (7.12)

Taking into account condition (A4), from (7.12), we obtain

[ {vP-xs.Pg+ 9,1} 9,6 dy =0, (7.13)
Yy
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where
Ae(S) pe + Ag(S)pg
A(S)

Now we proceed in a standard way (see, e.g., [45]). Let &; be a solution of

X(S, P) := (7.14)

Vy&j vy = —¢-vy onTyy (7.15)
y+— &(y)  Y-periodic.

Then the function P; can be represented as
d oP

Prla,yt) = Y &) (5 (@) = X(S. P)g;). (7.16)
j=1 /

Step 2. Identification of 8;. Now we turn to the identification of the function ;.
From (7.10) and (7.13), we obtain

/ {M(S)X(S, P) G = M(S) peg + [VB+ V1] } - Vyaly) dy = 0.
Yy
From this equation we have

/Yf [VB+V,51]-VyCaly) dy = 7/

Yy

{el) [X(S. P)=pe] 7}V Gal) dy. (7.17)

Now, from (7.17) we get the following equation for the function (i:

/Y (V6 — 2(S, P)§+ Vyu] - Vyaly) dy = 0, (7.18)
where
Z(S,P) = W [pe — pg). (7.19)

Then the function 7 can be represented as

d
s1w00) =Y 6 (20

(z,t) — Z(S, P) gj). (7.20)

Ly
Step 3. Homogenized equation for the [ phase. Now we are in position to obtain
the first homogenized equation. Choosing (s = 0, from (7.4), we obtain

00}

ot — divm {K‘f)\g(S)pg/ [VP + vypl - X(Sa P)gj dy
Yy

Ky [ M) [X(5.P) = il

— div, {Kf/
Y

f

8le
:—@m . ,7td.
/Ym 5i @y, ) dy

|Vl

(7.21)

p[VB+ V5~ 2S.P)g) dy+ Ky | pi2(S,P)gdy)

Yy
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Then taking into account the definitions of the functions X(.S, P) and Z(.S, P), from
(7.21), we have

0e; . ;
@[y | St~ div, {Kf/\g(S)pg/ [VP+ VP~ X(S, P)g] dy |
Yy
~ div, {K; / pe[V3+ V5~ 2(S.P) ] dy (7.22)
Yy
8'—@ m
=-0 : .
o [ Tty
Now we use the representations for the corrector functions P; and S, to obtain
003
'L — div, {K* M (S)pe[VP = X(S, P) ]
+ K pi[VA(S) - 2(5. P)g] } (7.23)

D, OLom
:—|Y|/Y 7(177%06@7

where the effective porosity ®* and K*, the effective permeability tensor, are given
by

Y K
w0 and k= oL [ w6 al g aldy (<ii<d),
Y| Yol Jy
Since A(S)X(S, P) + Z(S, P) = A¢(S)pe, from (7.23) we obtain
L 007 _
@ " — divy {K* pe[Me(8) VP + VB(S) = Ae(S)ped

/ 8Lg Sy (7.24)
= ’ 7 y'
IY |

Step 4. Homogenized equation for the g phase. In a similar way, choosing (; = 0,
from the equation (7.7), we derive the second homogenized equation

*

00}
=2 = div, {K* p, [, () VP = VB(S) = 2,(5) pud] }

@m/ Oy .m
= — 2 ‘T, 7td.
Vol Jy, ot @YD

Let us introduce now the functions that is naturally to call the homogenized
phase pressures. Namely, we define

(7.25)

Pri=P+Gy(S) and P, :=P+G,(S). (7.26)
Then from (7.24)—(7.26) we get the equations
0=} 8Lg
o*—% — div, ¢ K* P, = = ( 2
o~ v (Ko [VP o} = g | Tty (720
*a’_‘* — m 8I—g,m
1 div, {Kp,, () [V, - pgg]}——m [ Zrwyna, @)
where

E; = Spe(Pr) and E7:=(1—8)p, (Py).

At this stage, the homogenization process is finished by obtaining equations
(7.27), (7.28). However, if in addition we want to express the functions Ly, Lg m



26 L. AIT MAHIOUT, B. AMAZIANE, A. MOKRANE, L. PANKRATOV EJDE-2016/52

in an explicit form, we need additional assumptions. Here, we assume that the cell
problem (6.6) has a unique solution, then following the ideas of [23, 32], we obtain
as in [9] these limits explicitly. This completes the proof of Theorem 6.1. O

Remark 7.1. We conclude this section with a remark about the obtained homog-
enized model. The scaling is such that, in the final homogenized equations, the
less permeable part of the matrix contributes as a nonlinear memory term which
we can represent explicitly in the case where the cell problem has a unique solu-
tion. A uniqueness proof is not ready to the moment, it is out of the scope of
this paper, it remains an open problem even for the incompressible model, but its
aspects and their applications must be considered for further achievements for this
homogenization approach.
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Chapitre 4

Simulations numériques d’écoulements

diphasiques en milieux poreux

4.1 Introduction

Les réservoirs pétroliers sont en général constitués de roches fortement hétérogenes, a I’'intérieur desquelles
se trouvent des hydrocarbures que I’on souhaite extraire. Comme la profondeur d’un réservoir empéche la mise
en place de mesures d’études exhaustives, les méthodes de récupération sont assistées par des simulations
numériques. Celles-ci completent les données d’exploitation (diagraphie, carottage, données sismiques), et les
données de production aux puits, en modélisant le comportement d’un champ pétrolier.

Les procédés de récupération secondaire couramment pratiquées, consistent a pousser I’huile vers les puits
de production en injectant un fluide (de I’eau par exemple), par des puits injecteurs judicieusement répartis. Ce
procédé engendre un écoulement polyphasique dans le milieu poreux, modélisé par des équations non linéaires
et couplées, présentant un caractere parabolique—hyperbolique.

D’une part, il est trés probable que le modele géologique comporte plus d’un million de mailles, et les outils
informatiques dont on dispose actuellement, ne permettent pas d’obtenir une simulation a cette échelle dans un
temps raisonnable, sans oublier certains problémes de convergence qui peuvent apparaitre, compte tenu de la
faible taille des mailles géologiques.

D’autre part, il semble qu’il soit tres difficile de tenter un history—matching pour un modele supérieur a un
million de mailles, vu le nombre colossal de simulations requises par cette opération de calage.

C’est pour ca que dans un second temps, on crée un modele hydrodynamique en utilisant une technique dite
d’upscaling , qui consiste a faire un regroupement de mailles du modele géologique en calculant les propriétés
effectives des mailles grossieres du probleme hydrodynamique.

La littérature mathématique est riche en travaux dédiés a la simulation d’écoulements diphasiques en milieu
poreux, par exemple [15, 71, 59, 66].

Une technique mathématique d’upscaling est la méthode de I’homogénéisation périodique qui calcule les
propriétés effectives du maillage hydrodynamique a partir des solutions de problemes locaux avec des condi-
tions aux bords périodiques (voir par exemple [60]).

Dans ce Chapitre, on se restreint a la simulation d’écoulements diphasiques immiscibles, sans effet de
gravité, en utilisant le code DuMu*.

A la premiére section, on présente le code DuMu*. Ensuite, dans la seconde section, on présente quatre
tests : le test 1 est le benchmark proposé par [83], et le test 2 est une adaptation 2 D du benchmark proposé par

81
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[13]. Ces deux premiers tests nous ont permis d’avoir une vision précise sur ce que 1’on peut faire avec DuMu*
pour les simulations numériques des écoulements diphasiques en milieux poreux, et de sa prise en main. Les
tests 3 et 4 présentent des simulations numériques du probleme étudié dans le Chapitre 2 de ce travail. Dans le
test 3, le milieu poreux considéré est périodique, tant dit que dans le test 4, le milieu poreux est hétérogene. Ces
deux tests nous ont permis de faire une comparaison de la progression du front de saturation, des pressions de
chaque phase, ainsi que de la quantité d’huile totale récupérée a la sortie, entre le cas d’un milieu hétérogene,
et le cas d’un milieu homogénéisé, ce qui nous permet d’apprécier la justesse des approximations obtenues par
la méthode de ’homogénéisation.

4.2 Présentation de DuMu*

DuMu* [86] est un code de simulation numérique pour les écoulements et les processus de transport en
milieux poreux.

Il a été développé comme module externe de DUNE [85] (Distributed and Unified Numeric Environment),
qui est une librairie a outils modulaire pour la résolution des équations aux dérivées partielles. DuMu* est basé
sur le langage C++, et il emploie des techniques de programmation générique de haut niveau.

DuMu* inclut plusieurs modeles standards, de compléxité variable, allant d’un écoulement stationnaire
isotherme monophasique a composante unique, a un écoulement non isotherme multi-composantes, multi-
phasique.

4.2.1 Installation de DuMu*

Pour installer DuMu* , il faut suivre les étapes suivantes (nous allons installer la version 2.6 de DuMu*) :
— Télécharger une version de DuMu* sur la page

http ://www.dumux.org/download/ ;

— Télécharger les modules de DUNE suivants : dune-common, dune geometry, dune-grid, dune-istl, dune-
localfunction sur le site

http ://www.dune-project.org/download.html

(nous avons téléchargé la version 2.3.1 de ces modules) ;
— Créer un répertoire DUMUX _2.6;
— ensuite, y copier les répertoires dumux-2.6.0, dune common-2.3.1, dune geometry-2.3.1, dune-grid-
2.3.1,
dune-istl-2.3.1, dune-localfunction-2.3.1 ;
— Déplacer le fichier optim.opts dans le répertoire DUMUX_2.6, et bien préciser le chemin d’acces ;
— Installer DuMu* via la commande : ./dune-common-2.3.1/bin/dunecontrol —opts=optim.opts all
Le code DuMu* est maintenant prét a étre utilisé.

4.2.2 Utilisation de DuMu*

Ce code est universitaire, et donc dédié aux étudiants et aux chercheurs dans le but de coder, tester, et
appliquer de nouvelles approches en modélisation mathématique et numérique.

Le principe de base de conception de DuMu* est la modularité. DuMu* fournit des modules qui permettent
a I'utilisateur de choisir les parties appropriées au probleme traité. Les principales parties de cette configuration
modulaire, sont :

— schémas numériques,
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— stratégies de contrdle pour la simulation,
— concepts et modeles,
— systemes de matériaux : cette partie comporte les composantes et les lois matérielles.

4.2.2.1 Schémas numériques

DuMu* présente deux approches numériques possibles pour la résolution d’un probléme en milieu poreux :
I’approche couplée totalement implicite, et I’approche découplée semi-implicite. L’approche couplée totale-
ment implicite est basée sur une discrétisation en temps par un schéma implicite, et une discrétisation en espace
par une méthode de volumes finis. L’approche découplée sépare les équations de conservation en une équation
pour la pression, ainsi qu’une ou plusieurs équations pour le transport ( de phases, de composants, d’énergie,...).
L’équation de pression est alors traitée de facon implicite tandis que les équations de transport sont traités de
facon explicite.

4.2.2.2 Traitement algébrique (linéaire et non linéaire).

Aussi bien pour les schémas couplés totalement implicite, que pour les schémas découplés semi-implicites,
le probleme linéarisé obtenu apres la procédure de discrétisation en temps et en espace, est résolu par I’un des
solveurs linéaires implémentés dans DUNE (tel que GMRES ou autres).

4.2.3 Choix du pas de temps

Dans DuMu*, les schémas couplés fortement implicite, ainsi que les schémas découplés semi-implicites,
utilisent le méme code pour contrdler le pas de temps : d’abord, la période de simulation est divisée en épisodes
définis comme des périodes, ou les conditions au bord, et les termes source sont différentiables par rapport au
temps. Ensuite, le temps de simulation est avancé par le minimum du pas de temps suggéré par les schémas
numériques, ou bien par le laps de temps qui reste pour la fin de la période. Pour les schémas couplés fortement
implicites, le pas de temps est réglé en fonction du nombre d’itérations requises a la convergence de la méthode
de Newton. Pour les schémas découplés, le pas de temps est calculé par une condition CFL.

4.2.4 Concepts et modeles

Un apergu des modeles actuellement disponibles dans DuMu* est donné par le tableau suivant, ou chaque
modele peut étre choisi selon la description du probleme étudié (les lois matérielles, les propriétés des compo-
santes ect).

totalement implicite découplé semi-implicite
1p, 1p2c, 2p, 2pni, 2p2c, 2p2cni 1p, 2p, 2p2c
2pdfm, 2pni, 3p, 3p3c, 3p3cni,
co02, co2ni, mpnc, Richards

Dans les noms des modeles cités dans le tableau, la nomenclature suivante est utilisée : p : pour phase, ¢ :
pour composante, ni : pour non isotherme. Une description pour chacun de ces modeles est détaillée dans [86].

4.2.5 Systemes de matériaux

Le systéme matériel de DuMu* constitue un cadre qui permet une définition pratique, et une utilisation des
parametres et des lois matérielles. Il a une structure modulaire composée des parties suivantes :
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-Composants. Le terme composant fait référence aux constituants d’une phase qui peuvent étre associées
a une espece chimique unique, ou a un groupe d’especes ayant un comportement physique similaire. Chaque
composant est implémentée comme une classe constituée de fonctions décrivant ses propriétés physiques. Cela
va d’une simple constante comme la masse molaire, a des relations complexes comme la densité en fonction de
la pression et de la température.

-FluidSystems. Un FluidSystem décrit les propriétés de chaque phase de I’écoulement. Cela inclut les den-
sités phasiques, les viscosités, et les coefficients de diffusion des composantes de chaque phase. Les propriétés
des phases dépendent généralement de leur composition qui est décrite dans un object séparé de type FluidState,
contenant les valeurs de la saturation et de la fraction molaire.

—FluidMatrixInteractions. Ce module rassemble les lois qui décrivent les interactions entre le fluide et
le milieu poreux, i.e., la pression capillaire et la perméabilité relative. Une collection de lois standards est
fournie, e.g. les modeles de Van-Genuchten, et les modeles de Brooks et Corey. Chaque loi matérielle utilise
un ensemble de parameétres du type Material Law Params, de plus, elle peut dépendre de son emplacement a
Iintérieur du domaine.

—SpatialParameters. Cette partie regroupe tous les parametres qui varient selon leur position dans le
milieu poreux. Il admet une affectation locale des propriétés purement intrinseques, telles que la porosité, la
perméabilité, ou la capacité thermique.

4.3 Simulations numériques

Nous présentons dans cette partie, quatre tests de simulations numériques d’écoulements diphasiques et
immiscibles en milieu poreux, en utilisant le code DuMu*.

4.3.1 Test1: Benchmark BOBG 1-D.

Nous présentons ici le test proposé dans le cadre du GAR MoMaS [83] en utilisant le code DuMu*, et
comparons nos résultats avec ceux obtenus dans [15] ol c’est une approche volumes finis qui est utilisée. Il
s’agit d’un écoulement diphasique immiscible (eau—gaz) en milieu poreux.

4.3.1.1 Modélisation physique et mathématique.

On considere les équations mono—dimensionnelles d’écoulement diphasique immiscibles en milieu poreux,
sans changement de phase. On a donc deux composantes et deux phases. Le composant liquide n’est présent
que dans la phase liquide, le composant gaz n’est présent que dans la phase gaz. L’état initial de la saturation
en liquide est hors équilibre.

L’équation de conservation de la masse de liquide est :

o(Sim) 0 Kk, OP,
(P - — —_— = 4.1
ot Ox W Ox 0 @D
et I’équation de conservation de la masse du gaz, est :
2((1=51) pg) 0 Kk.q OF,
o — — —= | =0. 4.2
ot ox \""? pg Ox 0 4.2)

Le comportement du liquide est incompressible : p; = cte.
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ol

Le comportement du gaz compressible est donné par la lois des gaz parfaits : p, = R—QTPQ, ou M, ;l est la

masse molaire du gaz considéré, et R est la constante universelle des gaz parfaits : R = 8.3144621 J.K~!.mol !,
et 7 est la température.

Ce test décrit une opération de re-saturation d’un matériau par un autre ayant des propriétés physiques
tres hétérogenes, typiquement la barriere ouvragée (BO) par la barriere géologique (BG). Ces deux matériaux
possedent des propriétés physiques différentes. De plus, ils ont des états initiaux en saturation tres différents.
La principale difficulté de ce type de modélisation vient des hétérogénéités des propriétés physiques et des
conditions initiales en saturation, qui engendrent des discontinuités au niveau de I’interface des deux matériaux.

Nous considérons un domaine cartésien rectangulaire (Figure 4.1) constitué de deux sous-domaines (BO et
BG). La longueur du domaine est de 0.5 m pour chaque matériau. Le matériau BG est affecté au domaine BG,
et le matériau BO au domaine BO.

BO |BG

0,5m 0,5 m
< - 0,0l m

FIGURE 4.1 — Représentation du domaine du cas test bi-matériau 1-D.

Les deux fluides sont ici immiscibles : liquide et gaz, et les caractéristiques physiques telles que la viscosité
et la densité des deux fluides, sont données par :

pw = 103 kg.m ™3, 1, = 1073 Pa.s,

pg =890 kg.m > i, = 1.8-107° Pas,
La pression capillaire est donnée par le modele de Van Genuchten :

P(8) = A (577 - 1)(1_3) ,

ot A =1.5-10%, et B = 0.06 dans le matériau BO, A = 107, et B = 0.412 dans le matériau BG.

8e+10

3e+07

|

2,5e+07 -

6e+10

2e+07 -

& de+10 & 1.5e407

le+07
2e+10

5e+06 —

s S s

FIGURE 4.2 — Courbe de la pression capillaire dans FIGURE 4.3 — Courbe de la pression capillaire dans

le milieu BO. le milieu BG.
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La perméabilité relative du gaz quant a elle, est donnée par la loi de Brooks Corey :
rg(8) = (1= 8) (1 8%7) | 4.3)
La perméabilité du liquide est donnée dans chaque matériau, par les formules suivantes :
dans le matériau BO :
(S716.67 _ 1)1-880 —05
ka(S)=11+ 1 . 4.4)
-Dans le matériau BG :
-1
() = (14 (572420 = 1) 170) 4.5)

kribo s

kribg /

FIGURE 4.4 — Représentation des perméabilités relatives dans le milieu BOBG.

Enfin, les porosités et les perméabilités intrinseques de chaque milieu sont données par :

eDans BO: ® = 0.3, et K = 10720 m2.
eDans BG: ® = 0.05, et K = 10~ m?.

Initialement, la barriere géologique est saturée en eau : S; = 1, et la barriere ouvragée est partiellement
désaturée en liquide : .S; = 0.77. La pression du gaz est la méme dans les deux matériaux : Py = 10° Pa, ce qui
signifie une concentration du gaz dissous dans la barriere géologique. Les frontieres du domaine sont supposées

imperméables.
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flux =0
flux =0 Py = P; — P.(S) Pa Py =0Pa flux =0
P, =10° Pa P, =10°Pa
flux =0

FIGURE 4.5 — Représentation des conditions initiales et aux limites du cas test BOBG 1-D.

4.3.1.2 Résultats numériques.

Pour faire ces simulations, nous utilisons le code DuMu* basé sur un schéma volumes finis vertex centered.
Nous obtenons des résultats similaires a ceux de [15], dont 1’analyse est reproduite ci-dessous. Le phénomene
mis en avant dans cette étude est le rééquilibrage capillaire d’un milieu par un autre : I’eau présente dans la
barriere géologique (saturée en eau) va avoir tendance a s’écouler vers la barriere désaturée afin de la re-saturer
en eau (Figure 4.6 ). Nous allons remarquer la création d’une zone de vide ou I’eau est partie et le gaz n’est pas
encore arrivé. Cette zone est visible, par exemple, a 116 jours en x = 0.3 m (Figure 4.8), car la saturation est
inférieure a 1 et la quantité du gaz est encore nulle.

BO BG
GAZ |
| EAU
EAU

GAZ ’7
EAU

EAU

VIDE
GAZ GAZ
EAU EAU

FIGURE 4.6 — Explication des phénomenes se déroulant dans les matériaux.

De 0 a 1 an. Du fait des caractéristiques physiques de nos matériaux (perméabilités relatives, perméabilités
absolues, porosités, et viscosités), I’eau va arriver plus vite et en plus grande quantité dans la barriere ouvragée
que le gaz ne va s’écouler dans 1’autre sens. Deux périodes sont alors distinguables : de 10 min a 2.8 heures
lorsque le gaz ne pénetre pas encore dans la barriere géologique et de 116 jours a 1 an lorsque le gaz pénetre.
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o De 10 min a 2.8 heures. Dans la barriere géologique, I’eau s’écoule vers la barriere ouvragée et n’est pas
encore remplacée par le gaz entrainant la désaturation de la zone. Des zones de vide apparaissent alors pres de
I’interface (i-e la saturation est inférieure a un et la pression du gaz est nulle). Dans la barriere ouvragée, le gaz
est comprimé pres de I’interface et un pic de pression du gaz se forme. Nous relevons la tres faible resaturation
de cette zone qui provient du choix des courbes de pression capillaire de chaque milieu qui contréle les vitesse
de restauration de chaque matériau. Le rééquilibrage capillaire est également tres faible et la quantité de gaz
n’évolue pas dans les matériaux, puisque seule 1’eau a bougé (voir Figure 4.7).

2e+05 0
| Z
I — 10 min » ( — 10 min
‘ — 45 min — 45 min
1,5e+05 — ‘ 2.8h 2e+07 — 2.8h
» \‘ ~
s S 4e+07 -
5", le+05 “ E‘/
1)) |-
=9 ‘\ CE
M -6e+07 [~
50000 {— |
M
r | -8e+07 -
0 | . | . il ‘ | ‘ ! ‘ ‘ | . | . |
0,4 0,2 0 02 04 04 0,2 0 0,2 04
x(m) x(m)
(a) pression du gaz. (b) pression de I’eau
1
8e+07 [ — 10 min 0,95+ — 10 min
— 45 min s — 45 min
* 2.8h 09t 2.8h
6e+07 — 0.851-
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(c) pression capillaire (d) saturation de I’eau

FIGURE 4.7 — Représentation de la pression du gaz, la presion du liquide, la pression capillaire et la saturation

du liquide en différents temps.

® De 116 jours a I an. L'eau continue de s’écouler de BG vers BO et dés 116 jours, le gaz parvient a
pénétrer dans la barriere géologique. Le gaz s’étend alors dans tout le domaine et sa pression dans la barriere
ouvragée augmente, une zone de vide est toujours visible dans la barriere géologique. Ce transfert de fluides se
traduit sur la quantité du gaz par une augmentation de cette derniere dans la zone saturée (BG) et une diminution
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dans la zone désaturée (BO). Le rééquilibrage capillaire est bien amorcé et les pressions de liquide tendent a
s’uniformiser dans les deux matériaux. Nous observons a 116 jours et a un an, dans la barriere géologique, pres
de I'interface, le déplacement de P; = 0 avec une pente et une vitesse finies. Jusqu’a un an, le gaz et le liquide
s’étendent dans la barriere géologique, le liquide se propage dans la barriere ouvragée en désaturant de plus en
plus la barriere géologique (voir Figure 4.8).

2e+05 0
L — 116 jours r I/f
— lan
-2e+07 N
1,5¢+05 |- e — 116 jours
ﬂ — lan
j S -4e+07
20 1e+05 ~
= =
&g
i -6e+07
50000 [~
L \ -8e+07
0 ! ‘ ! ‘ ! ‘ ‘ | : : ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
-0,4 -0,2 0 0,2 0,4 -0,4 -0,2 0 0,2 0,4
S X (m)
(a) pression du gaz. (b) pression de I’eau
1
8e+07 — 116 jours : — 116 jours
— 1an — lan
0,9
6e+07
s S
- A 0,8
éj 4e+07
2e+07 0.7 -
0 I \\~ ‘ 0.6 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
-0,4 -0,2 0 0,2 0,4 ’ -0,4 -0,2 0 0,2 0,4
X (m) X (m)

(c) pression capillaire (d) saturation de I’eau

FIGURE 4.8 — Représentation de la pression du gaz, la presion du liquide, la pression capillaire et la saturation

du liquide en différents temps.

De 100 ans a 1000 ans. A 100 ans, le rééquilibrage capillaire est quasiment terminé : la pression d’eau,
la pression capillaire ainsi que la saturation sont pratiquement constantes dans les deux matériaux. Seules des
différences sur la pression du gaz dans les deux matériaux sont encore visibles a I’ceil. A 1000 ans, la pression
du gaz, la pression capillaire et la pression du liquide sont uniformes dans les deux matériaux. Nous remarquons
la discontinuité de la saturation entre les deux matériaux provenant des hétérogénéités des propriétés physiques
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des matériaux (voir Figure 4.9).
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FIGURE 4.9 — Représentation de la pression du gaz, la presion du liquide, la pression capillaire et la saturation

du liquide en différents temps.

4.3.2 Test 2 : Injection d’un gaz dans un milieu poreux 2D, saturé en eau.

Nous présentons ici une adaptation 2 D du benchmark proposé par [13], en modifiant une condition aux
bords. Il s’agit d’une simulation numérique d’écoulements diphasiques avec échange de phases : phase liquide

et phase gaz, a deux composantes : 1’eau et ’hydrogene.

4.3.2.1 Modélisation physique et mathématique.

On note par pj, la densité de chaque composante ¢ = {w, h}, dans chaque phase p = {/, g}. Elle est liée a

la densité de chaque phase p = {l, g} par la relation :

Pp = Py + Py -

(4.6)
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La concentration molaire C), de la phase p = [, g, la concentration molaire C;, et la fraction molaire X, de la
composante ¢ = w, h dans la phase p = [, g sont définies par :

pC c
Cc=-"L C,=Ch+CYetX¢=_2, 4.7
P pJe P P P PTG,
ou M€ note la masse molaire de la composante c.
Les équations de conservation de la masse des deux composantes ¢ = {w, h}, sont données par :
omy  Omy F F,
LTy div (p}”l + oL + JP + J;U) =0,
ot ot Pl Pg 4
omy' 8mg‘ di n L1 nEg Jh o gh 0 (48
ot o T\ TP T )=
avec my, = ®pf.Sp. Dans (4.8), on note par F), le flux donné par la loi de Darcy :
F, Kk,
—2=——2(VE — pg), (4.9)
Pp Fp

ou I’on note par g I’accélération de gravité, y,, la viscosité de la phase p, K la perméabilité intrinseque du

milieu, et k., la perméabilité relative de la phase p. On note J; le flux de diffusion donné par la loi de Fick :
JY = —®MVS,DYCVXY, Jl = —oM"S,D}C,; VX, Ji* =0, J)' = —dM" S, D} C/V}'.

Afin de fermer le systéme, les lois d’équilibre des composantes ¢ = w, h sont requises. On suppose que

I’équilibre de la composante gaz entre les deux phases est donné par la loi d’Henry qui peut €tre exprimée par :

(pf = HM"P,et S, = 1) ou (p} < HM"P, et S; < 1) (4.10)

en notant /7 la constante d’Henry a la température du domaine (supposée constante en espace et en temps).
Ré-écrivons maintenant le systeme (4.8)—(4.10) en remarquant que, dans la zone o S; = 1, tous les termes de
(4.8) qui dépendent de P, sont multipliés par S; = 0 ou k;.4(1) = 0. Par conséquent, P, qui est liée a plh dans
la région S; < 1 par (4.10), peut étre nulle dans la région ou S; = 1. Ainsi, on choisit de poser

ol

Po = T

dans les deux cas S; = 1, et S) < 1. 4.11)

Ainsi, par (4.11), la relation Clh = HP, est satisfaite que la zone soit saturée ou sous-saturée, et I’inégalité
P, < P, est satisfaite dans la zone saturée S; = 1. Donc, le systéme qui modélise un écoulement diphasique a
deux composantes, est le systeéme suivant a deux inconnues P et P :

0P A™ (py, pg)

o — div(K B (p1, pg) (Vi1 — p1g)) =0
0P AY (py, .
a(tmm — div(K B} (p1,pg) (Vo1 = pug) + K By (p1,0g) (Vpg — pg(g)9) + D} (p1,p4)Vpg) =0

(4.12)

kri(C(pgy —
A(01.1) = PICpy 1), B o) = pr - L2 =2,

Mhpg

RT

pg(pg) = L AM(prpg) = pg(pg) (1 — Clpg — m)) + HM"C(pg — p1),
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kri(C(pg — 1)) kry(Cpg — p1))

, B (p1,pg) = py(py) :
1% g g gAY Hg

Bl'(p1,pg) = HM"p,

pw
D}(p1,pg) = M"C(p, — pz)D?mH,

ou la fonction capacité C'(p) est la réciproque de la fonction pression capillaire pour p > 0, et qui vaut 1 pour
p < 0.

Le phénomene mis en avant dans ce test, est le phénomene de drainage : on a un milieu saturé en eau, et
on lui injecte une quantité de gaz. Nous allons remarquer que dans un premier temps, le gaz se dissout dans
I’eau, puis a partir d’un certain temps, I’hydrogene va constituer une phase qu’on appellera la phase gaz, et qui
va pousser 1’eau en dehors du milieu poreux.

Nous considérons un domaine cartésien carré dont les c6tés font 10 m chacun.

La pression capillaire ainsi que les perméabilités relatives sont données par le modele de Van Genuchten,
en fonction des parametres P, Sy, Sgr, m, et n

5 =Sy
B 1- Slr - Sgr
kot = VS (1 — (1= S/™m)2 kg = /(1= 8p) (1 — 5/ ™)2m,

Sle 7Pc = Pr(Slgl/m - 1)1/717

(4.13)

ol Sy, et Sy sont des saturations résiduelles. Les parametres utilisés dans (4.13), ainsi que les parametres
physiques du milieu poreux sont présentés dans le tableau suivant :

parametres | valeurs parametres valeurs
K m%»|5-1072° || DI (m?.s71) 3-107Y
0 0.15 w (Pa.s) 1073
P.(Pa) | 2-10% | pu; (Pa.s) 9.1076
n 1.49 H (mol.Pa=t.m=3)| 7.65-1076
Sy 0.4 MY (kg.mol™1) 181073
Syr 0 MY (kg.mol™!) 2-1073
m 1—% o (kg.m™3) 103

Initialement, le milieu est saturé en eau pure. Au coin en haut a droite du domaine sur la frontiere 1 mx 1 m,
on impose une pression d’eau liquide Eg = 106 Pa, et sur la frontiere 1 m x 1 m au coin en bas 4 gauche du
domaine, on injecte un flux de gaz p,q, - W = —1.76 - 10~ kg. m~2.s~ L. Les frontieres du domaine sont

supposées imperméables (voir Figure 4.10).
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(FP+F2) -7 =0
(Fp+Fp)- =0 1, Fy=10Pa
I m

(F B 7 =0 Sy =1 (P +F2) -7 =0
(th—i—th).ﬁ:() 0= (th—i_th)'ﬁ:O
I m
T T
Pl T = —1.76-10" U kg. m~2. -1 B +F) 7 =0
(Fh+FM-7 =0

FIGURE 4.10 — Représentation des conditions initiales et aux limites du test 2.

4.3.2.2 Résultats numériques.

La figure 4.11 représente 1’avancement du front pour la saturation du liquide et la pression du gaz, avec des
temps de simulations de 50 ans, 1000 ans, et 10 000 ans.

Au début de I’injection, le gaz injecté est totalement dissout dans 1’eau, puis lorsque la fraction molaire dans
I’eau dépasse une certaine valeur, la phase gazeuse apparait. A T = 50 ans, le front de gaz n’a pas beaucoup
avancé, tandis qu’a 7" = 1000 ans et a 7" = 10000 ans, le domaine est presque saturé en gaz.
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FIGURE 4.11 — Représentation de la pression du gaz (a gauche) et la saturation du liquide (a droite) en différents

temps : en haut 50 ans, au milieu 1000 ans, en bas 10 000 ans.
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4.3.3 Test 3 : Milieu périodique.
Nous présentons ici, des simulations numériques d’écoulements diphasiques immiscibles : eau—huile modélisé

par le probleme décrit dans le Chapitre 2 de ce travail, dans un milieu périodique et dans un milieu homogénéisé,
suivi d’une comparaisons entre les différents résultats obtenus.

4.3.3.1 Données physiques du probleme.

On considere un quart de five-spot, carré, dont la longueur de chaque c6té est L = 600 m, périodique,
constitué de deux milieux M; et Ms. Les perméabilités intrinséques du milieu sont données par :

K1 =10""m? Ky, = 107" m?,

ou K et Ky notent respectivement, la perméabilité du milieu M, et la perméabilité du milieu Mo (voir Figure
4.12). La porosité est constante ® = 0.2.

9
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! -~
MHHHHH\HH |||||\|||||||||||H
3]
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I

8e-14
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?
~

o
\
[6a]
1

FIGURE 4.12 — Représentation de la perméabilité du milieu périodique.

La pression capillaire ainsi que les perméabilités relatives sont données par le modele de Van Genuchten
(voir 4.13, et 4.14).

P.(S) = 104 (s~ Ym — 1)l/n, (4.14)

1
oun=28etm=1— —.
n



CHAPITRE 4. SIMULATIONS NUMERIQUES D’ECOULEMENTS DIPHASIQUES EN MILIEUX

POREUX 96
80000 (- — Pc
60000 —
=
[aW
£ 40000 -
20000 -
0 | | | |
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
S

FIGURE 4.13 — Représentation de la pression capillaire.

kry(S) = S et kro(S) = (1 — S)% (4.15)

krw

09 4 kro

0.8 ~

0.7 o
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0.5 o

0.4 o

0.3 o

0.2 o

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

FIGURE 4.14 — Représentation des permébilités relatives.
Les caractéristiques des deux fluides, telles que la viscosité et la densité sont données par :
_ -3 —10-3
pw = Lkgm™, y,, = 107 Pa.s,

po =0.89 kg.m™3, ji, = 4-1073 Pa.s.

Initialement, le milieu est saturé en huile. Sur la frontiere 15 m X 15 m au coin en bas a gauche du domaine,
on injecte le débit d’eau pwq_w> - = —140.0 kg/ jour/m? et sur la frontiere 15 m x 15 m au coin en haut a
droite du domaine, on impose la pression de 1’huile p, = 150 bar.

Enfin, pour le probleme homogénéisé associé, la perméabilité intrinseque du domaine est

K* = 61.0648 - 10715 m? (voir [84]).
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4.3.3.2 Résultats numériques.

Nous commengons d’abord par faire une analyse de sensibilité pour choisir un maillage qui donne, apres
résolution numérique, le résultat le plus satisfaisant possible.

Dans un premier temps, on commence par faire un maillage 10 cellues x 10 cellules pour le domaine, avec
chaque cellules contenant 4 mailles, ce qui revient a un maillage 40 x 40 (voir Figure 4.15), puis, nous faisons
un raffinement du maillage, et cela en gardant 10 cellules x 10 cellules, mais chaque cellule comprend 8 mailles,
ce qui revient a un maillage 80 x 80 (voir Figure 4.16).

FIGURE 4.15 — maillage 40 x 40. FIGURE 4.16 — maillage 80 x 80.

Les courbes suivantes représentent les courbes de saturation et de pression de I’eau en milieu hétérogene,
pour les deux maillages 40 x 40 et 80 x 80, sur la diagonale du carré, du point (0, 0) au point (600, 600).
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FIGURE 4.17 — Pression de I’eau en diagonale.

FIGURE 4.18 — Saturation de I’eau en diagonale.

De la méme facon, nous choisissons un maillage qui donnera des résultats numériques satisfaisant pour le
modele homogénéisé associé, et pour ¢a, on commence par un maillage 40 x 40, puis on passe a un maillage
plus raffiné, tel que 80 x 80. On obtient les courbes suivantes, des saturations et pressions de I’eau qui montrent
la différence de précision entre les deux maillages utilisés.
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FIGURE 4.19 — Pression de I’eau en diagonale.

200

400
x(m)

600 800

FIGURE 4.20 — Saturation de I’eau en diagonale.

Conclusion. Apres avoir effectué différents tests sur différents maillages de plus en plus raffinés, on re-
marque une convergence numérique qui nous amene a conclure que la résolution numérique avec le maillage
80 x 80 est satisfaisante, et c’est donc avec ce maillage que nous allons faire les tests qui vont suivre, que ce

soit pour le probleme hétérogene ou le probleme homogénéisé qui lui est associé.
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Comparaison entre simulation directe hétérogene et simulation a partir du modeéle homogénéisé corres-

pondant.

Nous considérons donc un maillage 80 x 80 pour le domaine présenté dans la figure Figure 4.16. Le temps
final de simulation est de 22 ans, ce qui correspond 2 7' = 6.851 - 10% s.

On remarque que I’allure générale de la propagation du front de saturation en milieu homogénéisé est
similaire a la propagation du front en milieu hétérogene (voir Figure 4.21-Figure 4.22), de maniere générale,
et on remarque aussi 1’absence d’oscillations dans le cas homogénéisé, puisque la structure locale est négligée.
Tandis que pour les fronts des pressions, il y a une tres 1égere différence entre les pressions en milieu hétérogene
et en milieu homogénéisé, et cela est di a la nature elliptique de 1’équation de la pression (voir Figure 4.23-
Figure 4.24). Cela se confirme par la présentation des saturations et des pressions sur la diagonale qui est une
direction caractéristique (voir Figure 4.25-Figure 4.26).
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Profil des saturations de I’eau.
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FIGURE 4.21 — Profil des saturations de I’eau en milieu hétérogene (a gauche) et en milieu homogénéisé (a

droite).
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Profil des saturations de I’huile.
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FIGURE 4.22 — Profil des saturations de I’huile en milieu hétérogéne (a2 gauche) et en milieu homogénéisé (a
droite).
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Profil des pressions de I’eau.
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FIGURE 4.23 — Profil des pressions de ’eau en milieu hétérogene (a2 gauche) et en milieu homogénéisé (a

droite).
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Profil des pressions de I’huile.
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FIGURE 4.24 — Profil des pressions de I’huile en milieu hétérogene (a gauche)
droite).
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Courbes des saturations de I’eau et de I’huile sur la diagonale du milieu homogénéisé et hétérogene.

1 1
r — milieu hétérogene r
osH — milieu homogénéisé 0.8
0,6 — 0,6
0,41 0.4
| L — milieu hétérogene
— milieu homogénéisé
0,2 0,2
0 | | | | 0 \ \ \ \ \ \ \ \
0 200 400 600 800 0 200 400 600 800
x(m) x(m)

FIGURE 4.25 — Saturations de 1’eau en diagonale (a gauche) et saturations de 1’huile en diagonale (a droite) en

milieu hétérogene et homogénéisé.

Courbes des pressions de I’eau et de I’huile sur la diagonale du milieu hétérogéne et homogénéisé.
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FIGURE 4.26 — Pressions de 1’eau en diagonale (2 gauche) et pressions de 1’huile en diagonale (a droite) en

milieu hétérogeéne et homogénéisé.

Débit total d’huile récupérée.

On calcul le débit total d’huile récupérée, en utilisant la formule suivante :

T
Flux total[ kg] = Aty - Q(t1) + At - Q(t2) + - + Aty - Q(ty) ~ / Q(t)dt, (4.16)
0
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ou T est le temps final de simulation, ¢;,7 = 1, ..., n représentent quelques temps de la simulation, et () est
le débit de I’huile a I’instant £ donné par la formule

Qe /5= [ (w0 TS
s
avec a; la vitesse de Darcy, et ['g la frontiere de sortie.

3e+07 T T T T

— milieu hétérogene

2.5+07 — milieu homogénéisé [

2e+07 — —

1,5e+07 — —

1le+07 — —

total outflow (Pa)

5e+06 [~ —

Il | Il | Il | Il
0
0 2e+08 4e+08 6e+08 8e+08

t(s)

FIGURE 4.27 — Représentation du débit total d’huile récupérée.

Il faut noter que le temps de percée a été évalué selon la progression du front dans le milieu homogénéisé,
ainsi, on voit que I’homogénéisation donne une estimation plus optimiste sur le temps de percée par rapport au
cas hétérogeéne. On remarque aussi que les débits de production sont linéaires, ce qui es dii a I’'incompressibilité
des phases, et au fait que le flux imposé a I’entrée reste constant tout au long de la simulation.

Au vu de ces résultats, on constate que les résultats numériques obtenus par I’homogénéisation décrivent
correctement 1’allure générale de la solution du probleme.

4.3.4 Test 4 : Milieu hétérogene.

Dans cette partie, nous allons comparer des simulations directes d’écoulements diphasiques immiscibles :
eau-huile, modélisés par le probleme décrit au Chapitre 2 de ce travail, dans un milieu poreux hétérogeéne, avec
des simulations faites a partir du modele homogénéisé correspondant, en utilisant le code DuMu*.

4.3.4.1 Données physiques du probleme.

On considere un quart de five-spot, carré, dont la longueur de chaque co6té est L = 600 m, périodique,
constitué de trois milieux M7, M> et M3. Les perméabilités intrinséques du milieu sont données par :

Ki=10"m? K, =103 m?, et K3 =10""m?
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ol K1, Ko, et K3 notent respectivement, la perméabilité du milieu M7, la perméabilité du milieu Ms, et la
perméabilité du milieu M3. La porosité est constante & = 0.2.

K
1&12—E
—8e-13
—6e-13
E
=4e-13
E—Qe-w
o 14-

FIGURE 4.28 — Représentation des perméabilités du milieu hétérogene.

La pression capillaire, les perméabilités relatives, ainsi que les caractéristiques des deux fluides, sont les mémes
que celles utilisées dans le Test 3.

Initialement, le milieu est saturé en huile. Sur la frontiere 20 m x 20 m au coin en bas a gauche du domaine,
on injecte le débit d’eau pwq_w> - = —60.0 kg/ jour/m?, et sur la frontiere 20 m x 20 m au coin en haut 2
droite du domaine, on impose la pression de I’huile p, = 150 bar.

Enfin, pour le probléeme homogénéisé associé, les perméabilités intrinseque du domaine sont obtenues
en regroupant les mailles du milieu hétérogeéne 6 par 6, puis on les calcule en utilisant la méthode de I’ho-
mogénéisation périodique. Nous les présentons dans le tableau 4.1 (voir [84]).

La figure suivante est une représentation des perméabilités du milieu homogénéisé.
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10.0000 6.1073 0.1753 0.1000 0.4497 3.4402
0.0000 -0.0001 0.0110 0.0000 -0.0416 0.0000
10.0000 7.2762 0.1391 0.1000 0.4496 7.4172

3.8292 5.8735 0.1000 0.1000 0.1092 4.7480
0.1912 0.3386 0.0000 0.0000 0.0000 0.1795
2.7202 7.8420 0.1000 0.1000 0.1092 6.9637

1.0000 2.5889 0.2432 0.1000 0.2015 0.2179
0.0000 -0.0787 -0.0101 0.0000 0.0120 0.0001
1.0000 5.7037 2.3542 0.1000 3.0033 4.3325

1.0000 0.6353 5.2078 0.2080 5.8155 0.1230
0.0000 0.0064 -0.2286 -0.0032 0.4584 0.0000
1.0000 2.5881 7.1734 0.2126 7.2970 0.2463

0.9347 0.2081 8.3336 10.0000 5.8156 0.1000
0.0000 0.0140 0.0000 0.0000 0.4585 0.0000
0.9346 0.2735 8.9698 10.0000 7.2969 0.1000

0.2060 0.7137 2.5058 10.0000 1.6822 0.1597
0.0047 0.0000 -0.0754 0.0000 0.0479 -0.0101
0.1466 0.8640 5.3132 10.0000 3.9697 0.1597

TABLE 4.1 — Valeurs des perméabilités calculées par la méthode d’homogénéisation périodiques. Les valeurs

du tenseur sont K, Ky = Ky, et Ky, du haut au bas du tableau, respectivement pour chaque cellule.
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FIGURE 4.29 — Représentation des perméabilités du milieu homogénéisé.

4.3.4.2 Résultats numériques.

Nous considérons donc un maillage 60 x 60 pour le domaine présenté dans la figure Figure 4.28. Le temps
final de simulation est de 29 ans, ce qui correspond 3 7' = 9.13277 - 108 s.

On remarque que le front de saturation en milieu homogénéisé n’a pas tout a fait la méme allure que dans
le milieu hétérogene (voir Figure 4.30-Figure4.31), et cela se confirme par les courbes des saturations de I’eau
et de I’huile sur la diagonale (voir Figure 4.34). Cela est d0i a la nature des hétérogénéités du milieu poreux, car
celles ci forment un chenal de taille considérable, et dans ce cas, les techniques d’homogénéisation ne donnent
pas toujours un résultat tres proche de la réalité. Néanmoins, ici, les résultats sont assez satisfaisants puisque
d’une maniere générale, les principales caractéristiques sont bien conservées dans le milieu homogénéisé. Pour
les fronts des pressions, il y a une tres Iégere différence entre les pressions en milieu hétérogeéne et en milieu
homogénéisé (voir Figure 4.32—Figure4.33), et cela est dii a la nature elliptique de 1’équation de la pression
(voir Figure 4.35).
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Profil des saturations de I’eau.
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FIGURE 4.30 — Profil des saturations de I’eau en milieu hétérogene (a gauche) et en milieu homogénéisé (a

droite).
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Profil des saturations de I’huile.
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FIGURE 4.31 — Profil des saturations de I’huile en milieu hétérogéne (a2 gauche) et en milieu homogénéisé (a

droite).
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Profil des pressions de I’eau.
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FIGURE 4.32 — Profil des pressions de ’eau en milieu hétérogene (a gauche) et en milieu homogénéisé (a

droite).
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Profil des pressions de I’huile.
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FIGURE 4.33 — Profil des pressions de I’huile en milieu hétérogene (& gauche) et en milieu homogénéisé (a

droite).
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Courbes des saturations de I’eau et de I’huile sur la diagonale du milieu homogénéisé et hétérogene.

F —— milieu hétérogene F
= milieu homogénéisé
0,8 08+
0,6 - 0,6
C 3 ¢
« — milieu hétérogene
0.4 041 — milieu homogénéisé
0.2 02+
0 . | . . | . | 0 . | . | . | . |
0 200 400 600 800 0 200 400 600 800
X (m) X (m)

FIGURE 4.34 — Saturations de I’eau en diagonale (a gauche) et saturations de 1’huile en diagonale (a droite) en

milieu hétérogene et homogénéisé.

Courbes des pressions de I’eau et de I’huile sur la diagonale du milieu hétérogene et homogénéisé.

3e+07 3e+07
. — milieu hétérogeéne L — milieu hétérogéne
— milieu homogénéisé — milieu homogénéisé
2,5e+07 — 2,5e+07 —
~~ ~~
< <
& geror & e ¥
S k e &
o o
1,5e+07 — — 1,5e+07 -
le+07 | | \ \ le+07 ‘ \ ‘ \ ‘ ! s !
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X (m) x (m)

FIGURE 4.35 — Pressions de 1’eau en diagonale (a gauche) et pressions de 1’huile en diagonale (a droite) en

milieu hétérogene et homogénéisé.

Débit total d’huile récupérée.

Le débit total d’huile récupérée est présentée par le graphe suivant :
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FIGURE 4.36 — Représentation du débit total d’huile récupérée.

I faut noter que le temps de percé a été évalué selon la progression du front en milieu homogénéisé. On
remarque que I’homogénéisation donne une estimation plus optimiste sur le temps de percé, par rapport au cas
hétérogene. On remarque aussi que les débits de production sont linéaires, ce qui est dii a I’incompressibilité
des phases, et au fait que le flux imposé a I’entrée reste constant tout au long de la simulation.

Au vu de ces résultats, on constate que les résultats numériques obtenus par I’homogénéisation décrivent
correctement I’allure générale de la solution du probleme.
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