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Intfroduction
Représentation multi-échelle pour des petits défauts

» Trous dans un béton

» Problemes modeéles : élasticité linéaire en domaines perturbés

» Difficultés d’approximation numérique

» Stratégie : représentation asymptotique en la taille des trous.
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u.=0 surl,
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O

—Au. =f dansQ., —AV =0 dansH.,
u-=0 surl, ONV =N surdH.,
OnU: =0 suredH.. V-0 lorsque |X| — oo.

Dvp. asymptotique & l'ordre 1: u.(x) ~ Uy(x) —eVup(0) - V (%).

» Construction possible & tout ordre, estimations du reste.
[Maz ya-Nazarov-Plamenevskij] .

» Représentations similaires pour d’autres opérateurs, conditions
aux limites, géomeétries, pour des inclusions mulfiples. . .

» Question : calcul numérique du profil V ?
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Plan de I'exposé

» Probléme «jouet » : 'équation de Laplace
» Propriétés de profils

» Conditions aux limites artificielles

» Calcul des profils pour I'élasticité
» Conditions aux limites artificielles

» Problémes de Ventcel non coercifs

» Quelques autres problémes non coercifs de type Ventcel
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Equation de Laplace
Propriétés de profils

» Inclusion circulaire

—AV =0 dans He,
H. O OnV = cosf suroH,
V-0 & linfini
Solution explicite :
V(r,0) = —Corse.

» Cas général

Pas de formule explicite, seulement un développement & I'infini :

V(r,0) = Z Q) Cos kb + by sin ko

rk
k>1
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» Domaine tronqué au rayon R : HY, ¢ H...

OV = N;  surdH,

—-AV =0 dansH.,
V-0 alinfini
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O

» Domaine tronqué au rayon R : HE, C He..

OnV = N;  surdHe,

—-AV =0 dansH.,
V-0 alinfini

» Condition ("absorbante”) pour X € Iy (i.e. |X| = R).
» Rappel :

VIr,6) = Z Qy COS kO + by sin kb

r'k
k>1
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O

» Domaine tronqué au rayon R : HE, C He..

OnV = N;  surdHe,

—-AV =0 dansH.,
V-0 alinfini

» Condition ("absorbante”) pour X € Iy (i.e. |X| = R).
» Rappel :

Qy COS kO + by sin kb
vI(r,9) = Z rk
k>1
» Construction élémentaire :
» Ordre0: V =0pourX € lp.

car V = 0(1) alinfini.
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O

» Domaine tronqué au rayon R : HE, C He..
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k>1
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» Ordre0: V =0pourX € lp.
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O

» Domaine tronqué au rayon R : HE, C He..

OnV = N;  surdHe,

—-AV =0 dansH.,
V-0 alinfini

» Condition (“absorbante”) pour X € I'g (i.e. |X| = R).
» Rappel :

V(r,0) - Z Qi COS ke,f by sin ko
k>1

» Construction élémentaire :

» Ordre0: V =0pourX € lp.

> Ordre 1: V 4+ RoNV =0pourX € lp.
en effet
V ~ R~1(ay cosd + by sing)
of
RonV ~ —R~1(ay cosf + by sinb).
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» Domaine tronqué au rayon R : HE, C He..

OnV = N;  surdHe,

—-AV =0 dansH.,
V-0 alinfini

» Condition ("absorbante”) pour X € Iy (i.e. |X| = R).
» Rappel :

Qy COS kO + by sin kb
Viro) £ Y 2ok
k>1
» Construction élémentaire :
» Ordre0: V =0pourX € lp.
> Ordre 1:V 4+ ROV =0pour X € lp.

» Ordre 2: V + 3oV — %QATV:OpourDCe .
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Equation de Laplace
Conditions artificielles

—-AV =0 dansH.,

Hoo O OV =Ny surOHu,

V-0 alinfini
» Domaine tronqué au rayon R : HY, ¢ He..

» Condition (“absorbante”) pour X € I'g (i.e. |X| = R).
» Rappel :

V(r,0) - Z Qi COS keri- by sin ko
k>1

» Construction élémentaire :
» Ordre0: V =0pourX € lp.
> Ordre 1:V 4+ ROV =0pour X € lp.

» Ordre 2: V + 3oV — %ATV: 0 pour X € Ip.
V ~ R~1(aycos6 + by sind) + R~?(ap cos 20 + b, sin 20)
RonV ~ —R~1(ay cosf + by sinf) — 2R~2(a, cos 26 + b, sin26)
RPA.V ~ —R~1(ay cosb + by sinf) — 4R~2(a, cos 20 + b, sin26)
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Equation de Laplace
Conditions artificielles

O

» Domaine tronqué au rayon R : HE, C He..

OnV = N;  surdHe,

—-AV =0 dansH.,
V-0 alinfini

» Condition (“absorbante”) pour X € I'g (i.e. |X| = R).
» Rappel :

V(r,0) - Z Qi COS ke,f by sin ko
k>1
» Construction élémentaire :
» Ordre0:V =0pourX € lp.
> Ordre 1:V 4+ ROV =0pour X € lp.
» Ordre 2: V + 3oV — %QATV =0pour X € lp.

[Engquisﬁ/\ﬂojdo, Halpern-Rauch, .. J
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Equation de Laplace
Conditions artificielles

» Probléme approché d’ordre 2 :
—AV =0 dans HE,,
InV(X) =N, pour X € OH,
V+Bo V- A V=0 surfp={X; |X| =R}
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Equation de Laplace
Conditions artificielles

» Probléme approché d’ordre 2 :

AV =0 dans HE,,
A V(X) = Ny pour X € OH,
V48V —EA V=0 surle={X;|X| =R}

» Formulation variationnelle

VVVW—F;T? VW—F% VrRV-VrRWZ N]W
HR e e OHoo
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» Probléme approché d’ordre 2 :

AV =0 dans HE,,
A V(X) = Ny pour X € OH,
V48V —EA V=0 surle={X;|X| =R}

» Formulation variationnelle

VVVW—F;T? VW—F% VrRV-VrRWZ N]W
HR e e OHoo

coercive dans

20 — {WEH](H';); W|r, GH](FP)}-
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Equation de Laplace
Conditions artificielles

» Probléme approché d’ordre 2 :
—AV =0 dans HE,,
InV(X) =N, pour X € OH,
V48V —EA V=0 surle={X;|X| =R}
» Formulation variationnelle

VV-VW+ 4 [ VW+E [ Vr,V- VW= Ny W

HR e e OHoo

coercive dans

2= {WeH'(HL) ; Wir, € H'(Tp) }.
» Probléme bien posé !
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Equation de Laplace
Conditions artificielles

H., O —AV =0 dansH?,
ONV(X) =Ny pour X € OHo,
» Ordre 0: V =0 pour |X| = R.

» Ordre 1:V + RoxV =0 pour |X| = R.
> Ordre 2: V + 3BoyV — %QATV:Opouqu =R

j ! ! j ! ! ! —+— Dirichlet
—&— Robin
-0.5F —&— Ventcel
1\ 1
el ] Erreurs H' vs R
£ (loglo@)
Bl =l % ]
o e i Qs et Qro.
% % e
7 0.‘4 0‘5 0.‘5 0‘7 08 ‘1 1‘1 1‘2 13
log10(R)
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Equation de Laplace
Conditions artificielles

H., O —AV =0 dansH?,
ONV(X) =Ny pour X € OHo,
» Ordre 0: V =0 pour |X| = R.

» Ordre 1:V + RoxV =0 pour |X| = R.
> Ordre 2: V + 3BoyV — %QATV:Opouqu =R

10"
= \
510 \ ]
% - = =
Elwed \ * [e'e}
g ]
g 2 Erreurs L™ vs DAL
3 Sk
c o Al .
= % (semiloQ)
2 9
E <
@ 10®
—b— Atificial boundary method (order 0) \\
10| | —©— Artificial boundary method (order 1) \\
—#— Artificial boundary method (order 2) g
—+— Inversion method 5
107

T 2 3 4 s A 7
Degree of interpolation [prop. to sqrt(number of DOF) ]
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Calculs de profils

pour I'élasticité linéaire
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Flasticité linéaire
Profils pour un domaine avec une inclusion
—pAV — (A + p)grad divV = 0 dans H,
o(V) N =G sur OHe,
V — 0 a I'infini.
» Singularités a I'infini pour le probléme de profil [Grisvard]

> &9r,0) =r9 <¢’(9)> pour g € Z.

o (6)
» Pourg=—1,
{ wr() = Acos20+ Bsin20
2 B . A+ p
wo(0) = W(B Ccos26 — Asin26) + Bm

» Développement & I'infini :

V:(‘%_.I +é_2+

oo

@ CENTRALELYON




Elasticité linéaire
Conditions artificielles

» Développement & I'infini :

V=&"+67+-..

» Dérivation de conditions arfificielles sur |X| = R

» Ordre 0
V=0.
» Ordre 1 (en polaires) :
A T [A2 O .2y
a(V) N+ ﬁV*Fﬁ {O AJ OgV = 0.
avec
A E oa vE sk E(1 —v)

T A [T )= 20)
Comme E>0etv e (—1,.5),ona Az > 0.
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Elasticité linéaire
Conditions artificielles

o(V) N+ =V + — 0 A

Ay 1T JA, O
R 2R

}%V:Q

» Mauvais signe : Az > 0.

» Probléme scalaire modeéle :

-AV =0 dans €,
RONV +aV + 882V =G sur Q.

avec a, 3 > 0.

» Pas d’approche variationnelle.

» Existence, unicité ?

ECOLE
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Un probléeme modéele de type Ventcel non coercif
Cas d'une boule

Pour Q =B, Cc R?:
—-AV =0 dans By,
RNV 4+ aV + A2V = G sur dB;.

» On cherche V sous la forme

V(r,0) = do+ Y _ (GhCOS NB + bnsin no) r".

=1
» On obtient les relations
an(=Br* +n+a)=an(G) et bn(=Br +n+a)=>bn(G),
ou an(G) et by(G) sont les coefficients de Fourier de G.

» Solution unique ssi o # Bn? — n pour chague n € N.

8} CENTRALELYON




Un probléeme modéele de type Ventcel non coercif
Cas general

-AV =0 dans €,
ROxV + aV + BRPA,V = G suroQ.

» Infroduction de I'opérateur DiN :

Aea HZS(o9)=1s U H T 2(6Q)
¢ (= 6NU,

ou U résout

-AU = 0 dansQ
U = ¢ suroQ
» On récrit comme une équation sur 99 :
B/?QATW + RAW + aw = G

(la donnée de Dirichlet w est alors relevée pour obtenir U).
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Un probléeme modéele de type Ventcel non coercif
Cas general

BREA,W + RAW + aw = G
Résultat. Le probléme admet une unique solution ssi a # an (YN € N),
ou (an) est une suite croissant vers I'infini (8 > 0O fixé).
IDEE DE PREUVE.

» L'opérateur A, est pseudo. diff. elliptique semi-borné, autoadjoint
d’ordre 2.

» L'opérateur A est pseudo. diff. elliptique semi-borné, autoadjoint
d’ordre 1.

» L'opérateur —BR?A. — RA est pseudo. diff. elliptique semi-borné,
autoadjoint d’ordre 2.

> Les (an) sont les valeurs propres de —BR2A. — RA.

&) CENTRALELYON



Un probléeme modéele de type Ventcel non coercif
Retour & la problématique « conditions artificielles »

—-AV = 0 dansQ\w,
RONV +aV + BRPA,V = 0 suroQ,
V. = G suriw.

» Question : si Q = By a-t-on existence pour R assez grand ?
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Un probléeme modéele de type Ventcel non coercif
Retour & la problématique « conditions artificielles »

—-AV = 0 dansQ\w,
RNV 4+ aV + BRPA.V = 0  suroQ,
V. = G suriw.

» Question : si Q = Bp a-t-on existence pour R assez grand ?
» Cas particulier d'un anneau : w = B;.

» Représentation en série de Laurent

V(r,0) = d+cinr+ Y (anr"cosnd + bar"sin no)

nez*

» Condition d’unicité

ﬁn2+n—a 1/2n
R¢ {')/n = <[3n?na> pour n e N}

— pour R > Re, il y a unicité.
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Un probléeme modéele de type Ventcel non coercif
Retour & la problématique « conditions artificielles »

—-AV = 0 dansQ\w,
RNV 4+ aV + BRPA.V = 0  suroQ,
V. = G suriw.

» Question : si Q = By a-t-on existence pour R assez grand ?

» Cas général.
» Par homothétie x — x/R, on peut se ramener au cas

w=ew=D et Q=3
avece = 1/R.
» L'opérateur a étudier est alors
Lp = ald + Ap + BA, sur 9B,

avec Ap(vy) = U ou U satisfait

Al R s dansiBy D
U = 9 surdB,
= 0 surdobD
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Un probléeme modéele de type Ventcel non coercif
Retour & la problématique « conditions artificielles »
Lp = ald+ Ap + BA,  sur 9B,,
avec Ap(v) = U ou U satisfait

0) 1 sur 9B,
U = 0 surdD

{—AU = 0 dansB;\D

» D= estconnu: Ly estinversible ssi a ¢ {an}.

» Résultat asymptotique :

C
[Ingl”

Aca = Noll o 200)1-172(00)) <

» Conclusion : si e est assez petit, L.; est génériquement inversible.

ECOLE
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Un probléeme modéele de type Ventcel non coercif
Retour & la problématique « conditions artificielles »
Lp = ald+ Ap + BA,  sur 9B,,
avec Ap(v) = U ou U satisfait

0) 1 sur 9B,
U = 0 surdD

{—AU = 0 dansB;\D

» D= estconnu: Ly estinversible ssi a ¢ {an}.

» Résultat asymptotique :

C
[Ingl”

IAes — Noll c1/2(00),1-1/2(00)) <

» Conclusion : si e est assez petit, L.; est génériquement inversible.

— Pour R assez grand, le probléme initial a une unique solution.
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Un probléeme modéele de type Ventcel non coercif
Retour & la problématique « conditions artificielles »

—Au = 0 dansBz\w,
RonU+aUu+ BREA-U = g surdBp,
u = 0 suriw,

et I'opérateur L correspondant au probléme sur le bord défini par

Lu=—BRPA,U—au—RAU sur OBp
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Un probléeme modéele de type Ventcel non coercif
Retour & la problématique « conditions artificielles »

—Au = 0 dansBz\w,
RonU+ au+ BREA U g surdBp,
u = 0 suriw,

et I'opérateur L correspondant au probléme sur le bord défini par

Lu=—BRPA,U—au—RAU sur OBp
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Un probléeme modéele de type Ventcel non coercif
Retour & la problématique « conditions artificielles »

—Au = 0 dansBz\w,
RonU+aUu+ BREA-U = g surdBp,
u = 0 suriw,

et I'opérateur L correspondant au probléme sur le bord défini par

Lu=—BRPA,U—au—RAU sur OBp

- o n

Norm of inverse of operator L,

°
&

1.04 1.06
Radius R
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Probléme de Venctel pour I'élasticité
Cas d’une inclusion circulaire

» Probleme profil

—pAu — (A +p)graddivu = 0 dans Bp\w
o(u)- N = G suriw
—17 1 0
R gu). N+ & e . } A-u+u = 0 surdBg
1-2v
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Probléme de Venctel pour I'élasticité
Cas d’une inclusion circulaire

» Probleme profil

—pAu — (A +p)graddivu = 0 dans Bp\w
o(u)- N = G suriw
—17 1 0
R gu). N+ & L) 1_,)} A-u+u = 0 surdBg
1—2v

» Casd’une boule : w = B,

Théoréme. Il existe un ensemble dénombrable § t.q.

Vv ¢ 8, TR, dénombrable t.q. VR ¢ R,,

VG € H'/?(8w), 3Ju € H3(Bp \ w) solution.
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Probléme de Venctel pour I'élasticité
Cas d’une inclusion circulaire

On se raméne & une équation sur 9By :

W —v 0 _
; 21 —) 1—u ag§0+g0+/\/?(<p) e MU(UO)'N sur 0Bp,
2820 T E
A _ [RO+w) - ot
avec Ag(p) [—E o(V) N] IBBR ou
—uAV — (A4 p)graddivy = 0 surBp\ w,
o(V)-N = 0 suriw,
vV = ¢ SsuroBg.
et
—puAug — (X + p)grad div ug 0 surBr\w,
o) -N = G suriw,
Ug 0 suroBp.
ECOLE
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Probléme de Venctel pour I'élasticité
Cas d’une inclusion circulaire

On cherche une solution sous la forme

r r
%o Un

= + E cosnb + E
‘@ L@S [dfﬁ

n>1 n>1

sin no

©n
©h

Soit ©,, = [iph, ¥h, ¢, w?,]T et f, » la décomposition du second membre

Le probléme se récrit
Pn¢n + :Rn,l?(bn =} fnJ?

avec ||Rnpllee < CMPR™2™2, IR pllee < CR74,

RO,R”OO < CR_2
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Probléme de Venctel pour I'élasticité
Cas d’une inclusion circulaire

On cherche une solution sous la forme

@,{@0 +Z cosn9+2[

n>1 n>1

(p” sin o

Soit ©,, = [iph, ¥h, ¢, w;‘,]T et f, » la décomposition du second membre

Le probléme se récrit
Pn¢n + :Rn,l?(bn =} fnJ?

avec ||Rnpllee < CMPR™2™2|1R) plloe < CR™4, [|Ro.pllee < CR™2

= N = N =

1-2v
(1-v)

. Il existe un ensemble dénombrable § tel que pour tout v ¢ §, P,
est inversible d’inverse borné en n

Résultat. Soit v = 5724

2. Pourtout v ¢ 8, il existe R, tel que le probléme de Ventcel admet
une unique solution pour R > R,
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Probléme de Venctel pour I'élasticité
Simulations numériques

» Géométries :

» Normes de résolvantes en fonction de R

—Disk
- - ~Ellipse

——Disk
- - -Ellipse|

©

'
\
8001y "
\ « "
. - '
A 1 g s "
5 I g |
£ 6o0th g
g " ]
Sgnal 2
5 500 8
h o
g n 27
g 400 ! 5
5 | E S
g 30 s
£ E
= 200 ER
100) f]
g o 10 1

5 6
Radius R
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Probléme de Venctel pour I'élasticité
Simulations numériques

» Géométries :

00

» Rayons R singuliers en fonction de I'eccentricité :

1

118 \

1.16] “‘%h
114 %"w
&
112 S,
,

Singular values of radius R
s R

ol e o =

2 8 8 &

e
g
8
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Quelques problémes non coercifs

de type Ventcel
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Exemples de problémes de Ventcel non-coercifs
En électromagnétisme [Thése B. Delourme 2010

» Structure 3D mince
» Répartition périodique

» Eq. de Maxwell harmoniques

» Développement en §
(homog. et dvpts raccordés)

» Conditions aux limites
approchées sur I
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Exemples de problémes de Ventcel non-coercifs
En électromagnétisme [Thése B. Delourme 2010

Probléme modéle 2D

.-— support de f

> Géométrie simplifiée
» Eq. de Helmholtz :
div(e; 'Vu) + w?usu = f. 90
» Condition de radiation sur 9Q
oru + iwu = 0.

Modéle asymptotique d’ordre 1

e AU+ wiooU = dans Q.
oru+ iwu =0 sur 09,
[Ulr = 0A(roru)r surr,

[roulr =6 (—w2Bg<U>r L2 Bga§<u>r) surT.
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Exemples de problémes de Ventcel non-coercifs
En électromagnétisme [Thése B. Delourme 2010

Probléme modéle 2D

.-— support de f

> Géométrie simplifiée
» Eq. de Helmholtz :
div(e; 'Vu) + w?usu = f. 90
» Condition de radiation sur 9Q
oru + iwu = 0.

Modeéle asymptotique d’ordre 1 (¢)r = £ (o(x + 0) + ¢(x — 0))

e AU+ wiooU = dans Q.
oru+ iwu =0 sur 09,
[Ulr = 0A(roru)r surr,

[roulr = 6 (—w2Bg<U>r L2 Bga§<u>r) surT.
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Exemples de problémes de Ventcel non-coercifs
En électromagnétisme [Thése B. Delourme 2010

Probléme modéle 2D

.-— support de f

> Géométrie simplifiée

» Eq. de Helmholtz :

Q
div(e; 'Vu) + w?usu = f. 50
» Condition de radiation sur 9Q
OrU + lwu = 0.
Modeéle asymptotique d’ordre 1 (¢)r = £ (o(x + 0) + ¢(x — 0))
e AU+ wiooU = dans Q.
ou+iwu=0 sur 0%,
[Ulr = 0A(roru)r surr,
[roulr = 6 (—w250<u>r L2 Bga§<u>r) surT. Pb. B, <0
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Exemples de problémes de Ventcel non-coercifs
En mécanique [Projet ANR Epsilon -2012]

Q- @w’

Couches minces d’hétérogénéités dans un matériau

» Condition de fransmission approchée d’ordre 2

» Ventcel avec mauvais signe.
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Exemples de problémes de Ventcel non-coercifs
Pour des écoulements |Bresch-Milisic 2008|

» Ecoulement sur fond rugueux
» Géométrie périodique

» Construction de modéles approchés : lois de parois

ECOLE
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Exemples de problémes de Ventcel non-coercifs
Pour des écoulements |Bresch-Milisic 2008|

» Modéle 2D périodique

» Equation de Laplace Dirichlet/périodique

T2 z2
1
Ty =1 1y r
T Q IE. Q° | zt I,
2 =0 T - T T |
BV aVavevalay
e r P L
z1 =0 1 =1L P°

Loi de parois mulfi-échelles implicite d’ordre 2 :
—AV. =C dans Q°,
{ V. — e0V-B(22,0) + SB2Ver(2,0) =0 surr®.
(B ~ solutions de problémes de cellule, de signes confraires).
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Conclusion - perspectives

» Géométries plus générales.
» Borne explicite pour les rayons singuliers ?

» Analyse numérique de la méthode asymptotique compléte.
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